CAPITULO IV

FILTROS

4.1. INTRODUCCION

Una senal periddica de periodo 7' puede expresarse como una sumatoria de sinusoides de
frecuencias o,, 20, ,3®,,.....,n®,, conocida como serie de Fourier de la funcion, asi:

f()= % + a, cos(wyt) + b, sen(wyt) + a, cos(Qw,t) + b, sen(2wyt) + ..+ a, cos(nw,t) + b, sen(nw,t)

f(t) =cy+c cos(wt+¢)+c,cos(2w, + @) +....+ ¢, cos(nw, + @) +.....
f@®)=c,+ icn cos(nwyt +¢,)

. - , 2r e
La frecuencia fundamental de la sefal estd dada por o, = T Los demas términos de la

serie son los armodnicos de la sefial. La convergencia de la serie exige que la amplitud de los
armonicos sea cada vez menor, esto es ¢, <c, ,. El angulo ¢ es la fase del arménico

enésimo.
Usualmente, se escribe la serie de Fourier de una funcién en su forma compleja, asi:

F0) =S e

n=—w

Donde ¢, es un numero complejo que tiene magnitud y fase, asi: ¢, = \cn\ej ¢".

Los coeficientes complejos de la serie se determinan con la siguiente formula:
c = ljTf(t)e"*"’”‘"”dt
Cuando la sefial no es periddica, en lugar de una serie, tendrd una integral de Fourier, asi:
1 @ Jjot
f()y=— j F(w)e™do
27 I

F(w) esun niimero complejo y recibe el nombre de transformada de Fourier de la funcion.
Como todo ntimero complejo, se puede expresar mediante su magnitud y su fase, asi:
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F(w) =|f(w)e” . La transformada de Fourier de la funcion se determina mediante la
siguiente formula:

F(o) = j"; f(t)e ™ dt

La representacion grafica de la magnitud de F(w) en funcidn de la frecuencia w, recibe el
nombre de espectro de magnitud de la funcion. De otro lado, la grafica de la fase recibe el
nombre de espectro de fase de la sefial.

A manera de informacion, la transformada de Fourier de la funcion impulso es la unidad vy,
en consecuencia, el espectro de magnitud es constante e igual a la unidad. Lo anterior
significa que la senal impulso contiene todas sus frecuencias con la misma magnitud.

Un filtro es un sistema pasivo o activo que deja pasar cierta banda de frecuencias de la
sefal de entrada. Teniendo en cuenta la analogia entre la transformada de laplace y la de
Fourier, se puede pasar de un dominio al otro haciendo s = jw. Las figura 1 y 2 ilustran la

situacion planteada.

Fos) =) P ad) P ad)

—» Hisy —w —  H{ja) —»

Figura 1 Figura 2

En diversas aplicaciones de la ingenieria se hace necesario disefar filtros que seleccionen
una banda de frecuencias de la sefal de entrada y atentien el resto del espectro. Para
propositos practicos se tomara la funcion de atenuacion del filtro, la cual viene dada por:

V(s ) V.(jw
A =T gy = U
V,(s) V,(jo)
La magnitud de la funcion de atenuacion es:
: V(jo
Aoy = U
V,(jo)

Normalmente la magnitud se expresa en decibelios, asi:
Adb(w) = 20log A(j)|

De acuerdo con la banda de frecuencias que debe pasar, los filtros se clasifican de la
siguiente manera:
1. Filtros pasabajas. Dejan pasar la banda de frecuencias 0 < w < @,
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2. Filtros pasaaltas. Dejan pasar la banda de frecuencias @ > o,

3. Filtros pasabanda. Dejan pasar la banda de frecuencias @, < @ < @,

4. Filtros rechazabanda. Atentan la banda de frecuencias @, < ® < w,

Idealmente, los filtros deben presentar una caracteristica de atenuacion que varie
bruscamente a determinadas frecuencias. Supondremos que en la banda pasante se
permitird una atenuacion maxima Amax y que en la banda rechazada se permitird una
atenuacion minima Amin . Las figuras 3, 4, 5 y 6 ilustran las caracteristicas de magnitud de
la funcién de atenuacion en decibelios para los diferentes filtros.

R pasabaias pasaaiias
Amax i Awmin Awmiin i Amax
' | | |-
T it logl a i, T logi &)
Figura 3 Figura 4
A pasabandy rechazabanda
Awmin i Amax i Awmin HAmax i Amin i Amax
l R l v | l )
i T it 10;( ) T it tth T logfmﬁ
Figura § Figura 6

En la practica no existen circuitos cuya funciéon de magnitud de atenuacién varie
bruscamente a una determinada frecuencia y, por tanto, se debe recurrir a una aproximacion
que permita una banda de transicion. Las figuras 7 y 8 muestran la banda de transicion para
los dos primeros tipos de filtros.

pasabajas
F 3
Amax S Awain
T £ i logl ad
Figura 7

pasaalias

]
i
il
[
)

1
&

Awain v Amax

| W

g T logl ad

Figura 8
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Debe cumplirse que la magnitud de la funcién de atenuacion en decibelios cumpla con las
siguientes restricciones:

Adb(w,) < Amax  Adb(w,) = Amin

4.2. FILTROS PASABAJAS DE SEGUNDO ORDEN

Tipicamente, la funcion de transferencia de un filtro pasabajas de segundo orden presenta
dos ceros de transmision en el infinito, esto es, que si la frecuencia de paso es o, la

funcion de transferencia presenta la forma:

Y (s) Ko,

2 2
Viis) s +aow,s+ao,

T(s)

En la expresion anterior, se tiene que K, a;, a,, son constantes reales que dependen del

tipo de aproximacion del filtro. Con base en lo estudiado previamente, la funcién de
atenuacion del filtro, para circuitos pasivos, se puede escribir en la forma:

A(s) =1+ a(sj + b(sj
a)P a)P

El diagrama de Bode asintdtico de magnitud de la atenuacion es como el mostrado en la
figura 9. Observe que en la region de transicidn, la atenuacién aumenta con una pendiente
de cuarenta decibelios por década.

T Adbiah) T Adb{ad)

= 40dh | decada m = 20ndb i decadn

- =

£y log( «) b logl @

Figura 9 Figura 10

4.3. FILTROS PASABAJAS DE ORDEN CUALQUIERA.

Puede generalizarse la funcion de atenuacion de un filtro pasabajas de orden n de la
siguiente manera:
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2 3 n
A(s) =1+a, E +a, E +a, A +a, E
a)P a)P a)P a)P

El diagrama de Bode asintotico de magnitud de la funcidén de atenuacion tendrd, en la banda
de transicion, una pendiente de 20n decibelios por década. La figura 10 ilustra el diagrama
correspondiente. A continuacion se presentan las aproximaciones que mas se usan para el
disefio de filtros pasabajas.

4.4. FILTROS BUTTERWORTH PASABAJAS

Presentacion

Se desea disenar un circuito pasivo RLC tal que la caracteristica de atenuacion Vi(s) / Vo(s)

tenga un diagrama de Bode de magnitud que cumpla con las caracteristicas mostradas en la
figura 11.

A A
HAdbi ) —5— HAdbi a —
Awpin Apin
Amaex Amax
S \ 4 > — h 4 >
T titry s, logias T iy b, logl ad
Figura 11 Figura 12

Veremos que la curva mostrada en la figura 12 cumple con los requerimientos del filtro y
corresponde a la aproximacion Butterworth. En la figura 11 se muestran tres bandas de
frecuencia, asi:

1) La banda pasante, es decir, el intervalo de frecuencias que se deja pasar 0<w < w,, .

2) La banda de transicion o, <o < @,.

3) La banda rechazada o > w,

Las cuatro caracteristicas asociadas al filtro son:

1) Amax es la méaxima atenuacion permitida en la banda pasante.
2) Amin es la minima atenuacion permitida en la banda de rechazo.
3) w, es la frecuencia de paso.

4) w, es la frecuencia de rechazo.
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Funcion de atenuacion de tipo Butterworth

La magnitud de la funcidon de atenuacion de un filtro de tipo Butterworth de orden n y
frecuencia de paso @, esta dada por:

A(w) = 1+82((DJ
@,

La atenuacion, expresada en decibelios, viene dada por:

2n
A(w)db = 10log| 1+ sz(“’]

@,

Nuestro objetivo es encontrar un circuito pasivo tal que la magnitud de la atenuacion en
decibelios tenga una caracteristica como la mostrada en la figura 12. Los parametros del
filtro son las cantidades € y n.

€ es una cantidad adimensional que depende de la maxima atenuacidon permitida en la
banda pasante y se ubica en el intervalo 0 <e<1.

n es el orden del filtro y depende del ancho de la banda de transicion y de la minima
atenuacion permitida en la banda de rechazo.

Para calcular los parametros del filtro se imponen las dos restricciones dadas en la figura
11, asi:

1) Adb(w,)< Amax
2) Adb(w,)= Amin

A partir de las restricciones anteriores se encuentra que:

0.1A min
e < /IOOAlAmax _1 B — 10 _1 n> log(B)

€ - ®
log| —
COP

Determine € y n para un filtro Butterworth cuyas caracteristicas son las siguientes:

Ejemplo 1

o, =2n-10"Rad/seg o, =3n-10"Rad/seg Amax =0.5db A min =15db

Haciendo los calculos, se obtiene €< 0.3493, tomamos el maximo valor & = 0.3493
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B=158425 n> 108B) o ey
log(1.5)

Tomamos n="7.

En consecuencia, se requiere un filtro de orden siete para satisfacer los requerimientos
dados. La funcion de atenuacion resultante es:

14
lAjo) = |1+ 0.122[ﬂj
[0}

P

Si hacemos el cambio de variable:

Se encuentra que

|A(Q)| =1+ Q"

Continuacion analitica de una funcion de variable compleja

Después de determinar € y n, el paso siguiente en el disefio del filtro es encontrar la
funcién de atenuacion:

. 2
A(s)=a,+a,s+a,s +...+a,s
En la expresion anterior se cumple que:
2n
. ®
A(jo) = [1+°| —
@,

. . . ®
Para lograr lo anterior efectuamos el cambio de variable Q =¢'" —

©,

Con lo que resulta

|4(Q) =1+ Q>
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Puesto que |A(j0)| =1, se tiene que a, =1

La continuacion analitica de la funcion |A( jQ)| consiste en lo siguiente:

a) Hacer Q :i
J

b) Encuentre todas las raices de |A(S)|2

¢) Armar un polinomio con las n raices que estan a la izquierda del eje imaginario, es
decir, un polinomio de Hurwitz.

El procedimiento general es como sigue:

S 2n
1+(—j :0
J

La ecuacion anterior se puede expresar como:

2 n
1+(S—j =0
-1

Se distinguen dos casos, asi:

1) n espar
2n _

S +1=0

En este caso, podemos escribir:
2n _ _jrx 2n __j(z+2km)
S =e S, =e

Si hacemos 6, = (2k + 1)z, tenemos:

Sk2” — efek

Con base en lo estudiado previamente, las 2n raices del polinomio son:

S, =e k=0,12,.....2n—1
Las raices se pueden expresar en la forma:
S, =cos(d, / 2n)+ jsen(6, / 2n) k=0,12,.....2n—1

Puede verse que las 2n raices, estan ubicadas simétricamente sobre una circunferencia de
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radio unitario y centro en el origen. Ahora bien, puesto que nos interesan las raices que
estan a la izquierda, escogemos el intervalo:

L (2k+1)t  3n
2 2n 2

Resolviendo, encontramos que k& esta en el intervalo:

n—1 k< 3n—-1
2) n es impar:
§* -1=0
En este caso, podemos escribir:
§2 — pl0 Skzn — ol
Si hacemos 6, = 2kx, tenemos:
Skzn — /%

Con base en lo estudiado previamente, las 2n raices del polinomio son:

o

S, =¢ k=012,...,2n—1
Las raices se pueden expresar en la forma:
S, =cos(8, / 2n)+ jsen(6, / 2n) k=0,1,2,...2n—-1

Puede verse que las 2n raices, estan ubicadas simétricamente sobre una circunferencia de
radio unitario y centro en el origen. Ahora bien, puesto que nos interesan las raices que
estan a la izquierda, escogemos el intervalo:

Resolviendo, encontramos que k& esta en el intervalo:
n
—<k<—
2

En cualquier caso, la funcion de atenuacion es de la forma:
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As)=TT5-5,)

Donde, las S;, son las raices que estan a la izquierda.

Ejemplo 2

Encuentre las funciones de atenuacion de tipo Butterworth para n=2 y n=3
a) Para n=2

l<k<§
2 2

Obtenemos dos valores para k, asi k =1, k =2. En consecuencia, las raices son complejas
conjugadas y son S, =cos(37/4)+ jsen(37x/4) S,=cos(5z/4)+ jsen(57/4). La
funcién de atenuacion viene dada por:

A(S)=S* +/25 +1
b) Para n=3

§<k<2
2 2

Obtenemos los valores de k, asi k=2 k=3 k=4.El estudiante puede verificar que la
funcion de atenuacion es:

AS)=8> +25* +25 +1

A continuacidn se presenta un listado de las funciones de atenuacion de tipo Butterworth
para diferentes valores de n

AS)=8* +25 +1

AS)=8>+25 +25 +1

A(S)=S* +2.61325° +341435* +2.61325 +1

A(S)=S" +32360S* +52359S° +523595% +32360S + 1

A(S)=S° +38636S° + 7.46385* +9.1413S° + 746385 + 38636S +1

S S S I =S
I
AN L A W N

Puede verse que, cualquiera que sea el orden del filtro, la funcidon de transferencia es de la
forma:

164



T(S) _ - - 1 - S — Sl/n i
S"+aS" +a,S" " +....4a, , S +a, S+1

e

Sintesis de la funcion de transferencia

Con base en lo estudiado en el capitulo anterior, la funcion de transferencia se puede
realizar con un circuito como el de la figura 13 si n es impar o como el de la figura 14 si n
es par.

LS LS LS

7 () +> — . —— 8 $R=1
»-1

Figura 13
Y e T P A W A
LS LS L&
+
Ay ) 8 08 - 8 §R =1
Figura 14

Después de encontrar el circuito en el dominio de la frecuencia S, se hace el cambio de

. S . . . . ,
variable S=¢"" — . Finalmente, se hace un escalado en nivel de impedancia, segin lo
®
p

cual resultan los circuitos de las figuras 15 y 16.

Los valores de los elementos primados en los circuitos en el dominio de la frecuencia s, son
los siguientes:

0 1 0
L'i:RSI/n Li C'izfsl/n 1
o, R o,
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Y Y Y TP YT T YT T
+ 5 | e
AGL — — R
Figura 15
L'.s L'ys L.s
YT T PRV Y o S A" A"

-1

+ R
Vi(s) ) o g P — §

Figura 16
Ejemplo 3

Efectie el diseno y la simulacion de un filtro de tipo Butterworth que cumpla con las
siguientes especificaciones

Amax =2db, Amin=20db, w,=1207 y o =2407
Primero calculamos las caracteristicas del filtro, obteniendo:
€=0.7648 n=4
Con base en la tabla de polinomios de Butterworth, la funcion de transferencia es:

1
Y +2.61325° +3.41435% +2.6132S +1

7(8)=~

A continuacion se muestra la fraccion continuada para la admitancia de salida de
cortocircuito.
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,,(S)=03827S +

1.0824S + 1

1
1.5308S

157718 +

El estudiante puede verificar que el circuito resultante es el que se muestra en la figura 17

Lys Lys
Y VTV
360mH 269 mH
+
H(s)(_) s s S 1000
3912 oF 249 oF
Figura 17

Se deja al estudiante la simulacion del circuito, indicando el diagrama de Bode de magnitud
de la funcion de atenuacion.

4.5. FILTROS CHEBYSHEYV PASABAJAS
Presentacion

Los polinomios de Chebyshev se definen de la siguiente manera:

() cos(ncos™(x)) si |x <1
X)=
! cosh(ncosh™(x)) si |x >1

Por sustitucion directa se puede elaborar la siguiente tabla de polinomios de Chebyshev:

Orden del polinomio » Polinomio de Chebyshev C, (x)

0 1

1 X

2 2x% -1

3 4x° —3x

4 8x* —8x* +1

5 16x° —20x° + 5x

6 32x°% —48x* +18x* -1

La siguiente formula de recurrencia permite determinar cualquier polinomio de Chebyshev
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a partir de los dos primeros:
C,n(x) = 2xC,(x) - C, (%)

Los polinomios de Chebyshev presentan ciertas caracteristicas bastante interesantes.
Veamos:

1. Un polinomio de Chebyshev es estrictamente par o estrictamente impar.

2. Todos los polinomios pasan por el punto P(1,1), es decir, cualquiera que sea el grado
del polinomio, se cumple que C, (1) =1.

3. Todas las raices de un polinomio de Chebyshev de grado mayor o igual a uno estan en
el intervalo —1<x <1.

4. Los maximos y minimos relativos de un polinomio de Chebyshev de grado mayor que

uno estan en el intervalo —1< x <1.

Los puntos de maximo relativo tienen ordenada uno.

Los puntos de minimo relativo tienen ordenada menos uno.

7. En el intervalo x >1 la pendiente de la recta tangente a cada polinomio es positiva y
crece rapidamente cuando aumenta el grado del polinomio.

8. Para grandes valores de n el polinomio se puede escribir en la forma:

C, (x)=2""x"

SN

Las figuras 18, 19, 20 y 21 ilustran las graficas de los polinomios de Chebyshev de grados
3,4, 5y 6. Las graficas se obtuvieron con el paquete MATHCAD.

2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
Figura 18 Figura 19
2 2
1 1
] ]
-1 —1
-2 -2
2 -1 0 1 2 2 -1 D0 1 2
Figura 20 Figura 21
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Aproximacion Chebyshev

La funcion de magnitud de atenuacion para un filtro Chebyshev de orden n est4 dada por:

Ajo) = 1+szcn2[‘”j
O)P

Donde:
€ es un parametro asociado a la maxima atenuacioén permitida en la banda pasante.
n es el orden del filtro.

Dada la naturaleza de los polinomios de Chebyshev, la caracteristica de atenuacion en la
banda pasante presenta oscilaciones, es decir, es una caracteristica rizada cuya magnitud en
decibelios esta entre cero y la atenuacion 4Amax . Segun veremos, la contraparte de esto es
que la pendiente de la caracteristica en la banda rechazada es mayor que si la caracteristica
fuera plana en la banda pasante. Lo anterior significa que un filtro Chebyshev presenta una
mejor caracteristica de atenuacion en la banda rechazada que un filtro Butterworth. Sin
embargo, el filtro Butterworth presenta una caracteristica practicamente plana en la banda
pasante. Dependiendo del tipo de aplicacion se hace la escogencia de la mejor de las dos
aproximaciones.

En lo que sigue se hace el cambio de variable Q=w/w®,, con lo que la funcion de

atenuacion queda en la forma:
A(Q) =1+ &°C.7(Q)
La atenuacion en decibelios es la siguiente:
Adb(Q) = 10log(1 + £2C,*(Q))

La figura 23 ilustra la grafica de la magnitud en decibelios de la funcidén de atenuacion de
un filtro Chebyshev.

A A
Akl ) Adfb( i
Awin Ardn
Aprcex Amax
? tidy G, log( e £ty i, log{ &)
Figura 22 Figura 23
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Para calcular los valores de ¢ y n se procede de manera similar que para los filtros de tipo
Butterworth, asi:

1. A la frecuencia @, debe cumplirse que Adb(®,) < Amax . Aplicando esta restriccion,

resulta:
101log(1+&*C,* (1)) < A max

Puesto que C, (1) =1, se obtiene que:

e< IOO,lAmax _1

2. A la frecuencia @, debe cumplirse que Adb(w,) = Amin. Aplicando la restriccion se
obtiene que:

101log[1+¢°C,*(Q,)] > Amin

[1+&>C 7 (Q,)] = 104" e’C 2 (Q,)] 210%™ 1
0.1Amin
c)="10""l_p
e
cosh(ncosh™(Q,) = B ncosh™'(Q,) = cosh ™' (B)

Finalmente resulta que:

-1
> cosh™ (B)
cosh™(Q,)

Ejemplo 4

Determine € y n para un filtro Chebyshev cuyas caracteristicas son las siguientes:
o, =2n-10"Rad/seg ®, =3n-10'Rad/seg Amax =0.5db Amin =15db.

Haciendo los calculos, se obtiene: € < 0.3493, tomamos el maximo valor € = 0.3493

S cosh™(B)

B =158425 nz————"-
cosh™ (1.5)

Tomamos n =4
En consecuencia, se requiere un filtro de orden cuatro para satisfacer los requerimientos
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dados. La funcion de atenuacion resultante es:

AGQ)| = 1[1+0.122C(Q)
Donde
C,(Q) =80 —80 +1

Es de resaltar el hecho de que un filtro Chebyshev de orden cuatro como el obtenido, hace
las veces de un filtro Butterworth de orden siete, tal como se puede verificar comparando
los resultados de los ejemplos uno y cuatro. Es evidente la economia que representa la
aproximacion Chebyshev. Sin embargo, para algunas aplicaciones en las que el nivel de la
sefal a filtrar es bajo, no es conveniente una aproximacion Chebyshev. En este caso es
mejor una aproximacion Butterworth.

Continuacion analitica de la funcion de atenuacion
De manera similar a la continuacion analitica de la aproximacion Butterworth, podemos

encontrar la funcion de atenuacion Chebyshev a partir de la magnitud de la funcién de
atenuacion, asi:

AGQ) =1+£°C,*(Q)
S .
Hacemos €2 = —, con lo que se obtiene:

A@S)]" =1+€°C,(S/ )

A continuacion se determinan las 2» raices de la funcion, asi:

2

C2S/j=— L
e

La continuacion analitica se puede hacer de dos maneras diferentes, asi:

1. De manera particular, esto es, sustituyendo el polinomio de Chebyshev y hallando las
raices. La funcidn de atenuacion se obtiene, al igual que en el caso Butterworth, con las
n raices de la izquierda.

2. De manera general, haciendo C,(S/j)=cosh[ncosh™(S/j)] y resolviendo las

ecuaciones:

cosh[n cosh™ (S/j)]: 1 cosh[n cosh™ (S/j)]: 1ch
&

€
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Exploremos ambos formas de efectuar la continuacion analitica para diferentes valores de:
n

Para n =2
1+<'~:2[2(S/j)2 —1]2 =0

1

(-28*~1)>+ - =0 AS* 148> 4141 =0
€

— =
€

Encontramos las raices para algin valor de Amax, asi:

Amax = 0.25db . El correspondiente valor de € es € =0.243 . Las raices del polinomio son:

—0.89834 + j1.14325

. —0.89834 - j1.14325
raices =

0.89834 + j1.14325

0.89834 — j1.14325

Con las raices de la izquierda armamos la funcién de atenuacion:

S? +1.79668S +2.11404
K

A(S) =

2.11404
El valor de K se determina con el valor de atenuacion para S=0, asi: 4(0) = .

Pero, la atenuacion en cero esta dada por:

A(0) = [1+6°C,(0) = /1+&* =1.0292
Con base en lo anterior, resulta:

S? +1.79668S +2.11404

A(S) =
(%) 2.05406

La siguiente tabla ilustra las funciones de atenuacion para un filtro Chebyshev de segundo
orden y diferentes valores de Amax .
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Amax A(S)

0.250 A(S) = S? +1.79668S +2.11404
2.05406

0375 A(S) = S*+1.57385 +1.73842
1.66496

0.500 A(S) = S? +1.425628 +1.5162
1.43139

0.625 A(S) = S*+1.315848 +1.73842
1.27090

0.875 A(S) = S? +1.15800S8 +1.17049
1.05832

1.000 A(S) = S?+1.09773S +1.10251
0.98261

Para n =3
1+82[4(S/j)3 —3(S/j)]2 =0

En este caso, el polinomio se puede escribir como:

(4S° +39)° —iz =0 (4s3 + 3s+1j(4s3 + 3s-1j =0
€ € €

Las raices, para Amax = 0.25, son:

~0.76722

0.76722
0.38361+ 109155
0.38361— /109155
~0.38361+ 109155
|- 0.38361— 109155 |

raices =

Con las raices de la izquierda armamos la funcién de atenuacion, asi:

(S +0.76722)(S” +0.76722S +1.33863)
K

A(S) =

Puesto que A(0)=-/1+ 82C32(0) =1, resulta que K =1.33863. En consecuencia, la
correspondiente funcidon de atenuacion es
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S* +1.534458% +1.92726S +1.02703

A(S) =
(5) 1.02703

A continuacion se muestra una tabla de las funciones de atenuacion para filtros de
Chebyshev de orden tres con diferentes valores de Amax.

Amax A(S)

0250 A(S) = S* +1.534455% +1.92726S +1.02703
1.02703

0375 A(S) = S’ +1.367508% +1.68503S + 0.83248
0.83248

0.500 A(S) = S +1.252918% +1.53490S + 0.71569
0.71569

0.625 A(S) = S’ +1.16605S% +1.42983S + 0.63545
0.63545

0.875 A(S) = S +1.03814S5% +1.28887S +0.52916
0.52916

1.000 A(S) = S’ +0.988345% +1.238415 +0.49131
0.49131

A continuacidn se presenta la estrategia general para efectuar la continuacion analitica de la
funcién de atenuacion Chebyshev.

A =1+6°C1(Q) =0
: 1 e
C (Q)=-— C, (=4 ¢
£ 1
_— ] J—
£
Teniendo en cuenta la definicion de los polinomios de Chebyshev:

C,(Q) = cosh[ncosh™ (Q)]

Podemos escribir:

|
i
cosh[ncosh™ (Q)] = 81
€
ncosh™ (S/j) = cosh_l(jij ncosh™(S/j) = cosh™ (‘ Jij
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cosh™(S/j) = 1cosh'l(j 1) cosh™(S/j) = lcosh"l(—jlj
n P n £

Pero, se puede verificar que: cosh™ (x) = In[x +/x* —1]
Con base en lo anterior, tenemos:

cosh™ (j/&) = In[j/&++/~1/&* =1] = 1n[j[m]]
€

De manera similar, se tiene que:

€

cosh™ (=j/&) = In[~j/ & +/—1/> —1] = 1n[ J{mﬂ

1441+ €° C—14+4/1+€?

Sean:A, = ——— A, =————————. Con base en lo anterior, se tiene que:
€ €

cosh™(j/€) = ln{klejz} cosh™ (—j/g) = ln[kzejz}

1 » =t
nln[keje]:ln{k e 2 }

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos escribir:

s
In 7\,ln€ n
LS
In 7\,2n€ n

A partir de la expresion anterior y teniendo en cuenta que el logaritmo de un nimero
complejo es una funciéon multivaluada, resulta:

cosh™(S/j) =

[ m+2kn
In Klnej[ 2 j
cosh'(S/j)=1 E e k=002,..n-1
In| A . j[ an )
2
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Retornando a la situacion inicial, se tiene la siguiente expresion:

,[r:+2kr:)
LN
In| et 2

S/j=coshy £ = k=012,..n-1

,[n+2k1‘c}
1]
7\42116 2n

In|

Las raices de la ecuacidn anterior son:

B jcosh[ln(y e )] L L _ n+2kn
Sx _{jcosh[ln(y;ejek )] Vishe vp=hor 0= 2n

k=01,.n-1

X —X

Aplicando la definicion de la funcion coseno hiperbolico cosh(x) = eJ;e, tenemos:
S - (/2)y, e +y, e
' (j/z)ylejek + Ylile_jek

Después de simplificar, se obtiene que:

1 1 1 1

ST 0+ M cos0,)
g _ 2 2
S o Agw 2y

Puede demostrarse que las raices S, estan ubicadas sobre una elipse. El estudiante puede
verificar que:

S, = senh{l senh'l(l/g)} sen(6,) + jcosh[1 senh‘l(l/g)} cos(d,) k=0,1,..2n-1
n n

Ejemplo 5

Usando el paquete MATHCAD, genere un programa para hallar la funcion de atenuacion
de un filtro Chebyshev.

Los datos a suministrar son:
n orden del filtro

Amax maxima atenuacion permitida en la banda pasante.

La estructura del programa es:
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= IOOAlAmax _1
k=0.2n-1

a= lsenh_l (1/¢€)
n

_(2k+Dm

0
« 2n

re = senh(a)sen(0,

0g,
)

im, = cosh(a)cos(0,)

180

0, : angulo en grados

Si se corre el programa con: Amax = 0.25 y n =2, tenemos:

n=2 k=0.2n-1 Amax = 0.25

6 = (2k + 1)-L o

2'n

1

1l

— asimh

:

£ = Jlﬂ )

180

Og = — 0y

x

re, = sillll(a)-sin(ﬂk) imk .= cosh{a)-cos (ﬂk)

fe=

e
135
225

315

re

[ 0.89834 |
0.89834
-0.89834

-0.89834 |

1un

[ 1.14325 |

-1.14325
-1.14325

| 114325 |

Con las raices de la izquierda se arma la funcién de atenuacién. Se puede ver que el
resultado es idéntico al obtenido por el otro método.

Ejemplo 6

Encuentre un circuito de tipo Chebyshev que cumpla con las siguientes caracteristicas.

Amax =0.15db Amin=15db o, =120n ®, =1801 R =50Q

Primero que todo se calculan ¢,n, asi:

| 0.1¥15
£=-/10"""" -1=0.18746 B= R 29.51943

€

Tomamos Amax =0.15 n =15 ycorremos el programa, asi:

-1
cosh™ (B) _ 404

nz= =4,
cosh™'(1.5)
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n=5 k:=0..2-n-1 Amax = (.15 e JIOO'I -Amax 1

1 1 180
0, = (2°k+ 1)-l a = —-asinh — 0g =—0
2'n n € T
re, = sinh(a)-sin<6k> im,_:= cosh(a)-cos<9k>
i=n.2n-1 Las raices de la izquierda

Como resultado, se tiene:

-0.15243-1.06047i
-0.39908-0.65541i
-0.49329
-0.39908+0.65541i
-0.15243+1.06047i

La correspondiente funcion de atenuacion es:

(S +0.49329)(S* +0.79816S + 0.58883)(S” + 0.30486S +1.14783)
K

A(S) =

Expandiendo y calculando el valor de la constante, resulta:

S° +1.596315* +2.524105" +2.07237S* +1.21636S +0.33340
0.33340

A(s) =

En consecuencia, la funcién de transferencia es:

0.33340
> +1.596318" +2.524108° +2.072375* +1.21636S5 + 0.33340

T(s):S

Para sintetizar la funcion de transferencia usamos el criterio de Routh-Hurwitz, asi:
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S° 1 2.5241 1.21636
S* 1.59631 2.07237 0.3334
S® 1.22587 1.19547 0
S? 0.51565 0.3334 0
S' 4.02868 0 0
S’ 0.3334 0 0

Con base en el resultado obtenido, se tiene que los cocientes de la fraccién continuada son:
1 _ 1.59631 _1.22587 _ 0.51565 ~ 4.02868

T 159631 T 122587 T 051565 4T 400868 BT 03334

q,

En consecuencia, la admitancia de entrada de cortocircuito es:

1
Y, =

0.62644S5 +
1.30219S8 +

2.377338 + 1

1

0.127998 + ————
12.08362S5

La figura 24 muestra el circuito antes de efectuar el escalamiento. En la figura 25, se tiene
que s =w,S,con @, =120

— Y Y A\ Y Y v

LS L& LS
1 R=1
76s) — s —os :
Figura 24
YT Y
L=
R =504
vi(s) —C's §

Figura 25
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Los valores de los elementos primados son:

_0.62644*50
1207

'
1

=83.lmH L',=3153mH L',=1603H C'=69.1uFF C',=638uF

El estudiante puede efectuar la correspondiente simulacion con SPICE y verificar que la
funcion de atenuacion cumple con los requerimientos del filtro.

4.6. FILTROS ELIPTICOS PASABAJAS
Presentacion

La aproximacion eliptica es la mas usada para el disefio de filtros, aunque el tratamiento
matematico esta por fuera del alcance de este trabajo. A diferencia de las aproximaciones
Butterworth y Chebyshev, en las que las funciones de atenuacion son polindmicas, la
aproximacion eliptica presenta una funcion de atenuacion de tipo racional, esto es, es el
cociente indicado de dos polinomios. En consecuencia, la funcion de transferencia de un
filtro eliptico presenta, ademas de los polos, ceros de transmision finitos sobre el eje
imaginario. Lo anterior se debe a que las realizaciones son circuitos LC .

Tipicamente, la funcion de transferencia de un filtro eliptico de orden par tiene sus n ceros
de transmision finitos sobre el eje imaginario. Por ejemplo, las funciones de transferencia
de los filtros de orden dos y cuatro son de la forma siguiente.

2 2
a) Orden dos: T(S):M s="2
S*+aS+b @

K(S* +0°)S* +,%)
S*+aS*+bS*+cS+d

b) Orden cuatro: T(S) =

De otro lado, las funciones de transferencia de los filtros de orden impar presentan un cero
de transmision en el infinito y n —1 ceros de transmision finitos sobre el eje imaginario. Un
filtro de orden tres tendrd una funcion de transferencia de la forma:

K(S*+ o)
S*+aS*+bS +c¢

T(S) =

Como consecuencia de lo anterior, la funcidon de atenuacion de un filtro eliptico presentara
una caracteristica rizada tanto en la banda pasante como en la banda rechazada, lo cual
incrementa su eficiencia, es decir, se necesitan menos elementos dindmicos para aproximar
una caracteristica de atenuacion dada.

Ejemplo 7

Consideremos la funcion de atenuacion de un filtro de segundo orden, y dibuje el diagrama
de Bode de atenuacion. Segln se estudiard posteriormente, la siguiente funcion de
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atenuacion corresponde a una aproximacion de tipo eliptica.

S? +1.031535 +1.60319
0.3854(S* +3.92705)

A(S) =

La funcidn se puede expresar en la forma:

S? +1.031535 +1.60319

A(S) = 2
0.38548% +1.51349

A continuacion, en la figura 26, se muestran los diagramas de magnitud y fase que se
obtienen con el paquete MATLAB.

Bode Diagrams
Fram: L1

Fhase (deq); Magnitude [dB)

T %)

107 10° 10

Freouency fradfsech

Figura 26
Ejemplo 8

Consideremos la funcion de atenuacion de un filtro de cuarto orden, y dibuje el diagrama de
Bode de atenuacion. Segln se estudiard posteriormente, la siguiente funcion de atenuacion
corresponde a una aproximacion de tipo eliptica.

(S? +0.25496S +1.06044)(S* +0.92001S +0.47183)

A(S) = 2 2
0.015397(S* +2.53555)(S" +12.09931)

Expandiendo, resulta:

S*+1.174978° +1.76684S5* +1.095913S + 0.500347
0.015397S* +0.2253325% +0.472355

A(S) =
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La figura 27 ilustra los diagramas de Bode de magnitud y fase para la funcién de
atenuacion.

Sintesis de la funcion de transferencia
Dado que la funcién de transferencia presenta ceros finitos sobre el eje imaginario, para
efectuar la sintesis de la funcidon se debe recurrir a la técnica de corrimiento de ceros.

Analicemos la situacién de manera general para diversos valores de 7 .

a) Para n =2, la funcidn de transferencia es de la forma:

K(S* + o
T(S) — 2( 1 )
S*+aS+b)

La condicién que se debe cumplir es que a)l2 > b. Con base en lo estudiado en el capitulo
anterior, el circuito debe realizar la funcion de admitancia de cortocircuito Y,,, asi:

S*+b
Yzz(S) =

La funcion se puede escribir en la forma:

- _ 2
v §)= sy D oU=Mg g b _(=M)g A8’ +b
a aS a a aS a 2S

Para que se generen los ceros de transmision finitos debe cumplirse que:

M-0,")+b=0

S b
Lo anterior significa que A = —

0
1
La admitancia de salida de cortocircuito viene a ser:

2 2

2
v, (8= gy D S+1:C18+{CQS+1}
am, am, ag LS

La figura 28 ilustra el correspondiente circuito.
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Bode Diagrams
From: LI{17
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Figura 27

Particularmente, para los datos del ejemplo 7, se tiene:

Los elementos circuitales son:

A(S)

§? +1.031535 +1.60319

0.3854(S* +3.92705)

a=1.03153 b=1.60319 0312:3.92705

C, =0.57367 C,=0.39576 L =0.64342

o ()

|
[
S

CS o

Figura 28
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Tablas Adjuntas a este documento

Funciones de Aproximacion Chebyshev

Anax=0.25dB
n Numerador de H(s) Constante k del Denominador
1 |s+4.10811 4.10811
2 |s?+ 1.79668s +2.11403 2.05405
3 [(s*+0.76722s + 1.33863)(s + 0.76722) 1.02702
4 | (s> +0.42504s + 1.16195)(s* + 1.02613s + 0.45485) 0.51352
5 | (s +0.27005s + 1.09543)(s> + 0.70700s + 0.53642)(s + 0.43695) 0.25676
Anax=0.5dB
n Numerador de H(s) Constante k del Denominador
1 |s+2.86278 2.86278
2 |s*+1.42562s +1.51620 1.43138
3| (s> +0.62646s + 1.14245)(s + 0.62646) 0.71570
4 | (s*+0.35071s + 1.06352)(s* + 0.84668s + 0.356412) 0.35785
5 | (s*+0.22393s + 1.03578)(s> + 0.58625s + 0.47677)(s + 0.362332) 0.17892
Ana=1dB
n Numerador de H(s) Constante k del Denominador
1 |s+1.96523 1.96523
2 |s*+1.09773s +1.10251 0.98261
3| (s*+0.49417s + 0.99420)(s + 0.49417) 0.49130
4 |(s*+0.27907s + 0.98650)(s> + 0.67374s + 0.27940) 0.24565
5 | (s*+0.17892s + 0.98831)(s” + 0.46841s + 0.42930)(s + 0.28949) 0.12283

Ejercicios Filtros Buttherworth Pasabajas

Determine las aproximaciones de tipo BUTTERWORTH que cumplan con las siguientes

caracteristicas:

1) Amax=0.5db Amin=10db o, =2n-10" o, =4n-10° R=50Q
2) Amax=I1db Amin=10db o, =27-10* o, =4n-10°

3) Amax=1db Amin=10db o)p=2n-105 o, =4r1-10°

4) Amax=0.25db Amin=10db o, =120 o, =180%

5) Amax=0.25db Amin=15db o, =120n ®, =180%

R =50Q
R =100Q
R =50Q
R =50Q
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