TRANSFORMADA DE LAPLACE
DEFINICION

La transformada de Laplace es una ecuacion integral que involucra para el caso especifico del
desarrollo de circuitos, las sefiales en el dominio del tiempo y de la frecuencia, relacionandolas
como:

_ 1 ke 5t
F6 —E—W‘I‘ 2" F(s)ds

vy —Jo

F(s) = I:e-” Fdt

a este par de ecuaciones se les llama la transformada bilateral de Laplace, pues es valida para
valores positivos y negativos de t; no obstante, el interés en el andlisis de circuitos se centra en
funciones que comienzan en un tiempo que se podria llamar inicial. Bajo esta consideracion
podemos “redefinir” la transformada como:

*py =g

_ 1 o+ 5t
ﬂﬂ_z_ﬂf e F(g)ds

F(s) = f; e~ F(t)dt

Ilamando este par ahora como transformada unilateral de Laplace. Para asegurar que las
funciones que vamos a utilizar tengan transformada, estas deben cumplir basicamente con dos
condiciones:

1. la funcion v (t) debe ser integrable en todo el intervalo finito donde:
f <L,

2. El limite:
lime™ ™" |7 ()]
=

existe para algun valor de “
TEOREMAS Y PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE |

LINEALIDAD: la transformada de la suma de dos funciones es igual a la suma de las
transformadas.

L{AE + /) = Bs)+ Fy(s)



L{FAE)} =kL{ A )]
LINEALIDAD:

Dadas dos funciones en el tiempo fi(t) y f2(t), se desea hallar la transformada de Laplace de la
suma de dichas funciones.

L{A@+ £©) = [ (@ + £l
L{A@+ 5O} = [ Aode + o™ F, )
L{A©+ £} = Fls)+ F,(s)

Cuando una funcidn esta multiplicada por una constante, la propiedad de las integrales de no las
considera para efectos de integracion, esto hace que este factor salga de la transformada de
Laplace y sea también factor pero de la funcion ya transformada:

L{kf(8)) = [e" (F @©))de
L{kf (D) = Acfu‘f e f(E)d s
L{kf 6y} =kF(s)
Estas propiedades ayudan a simplificar transformadas en gran variedad de casos.

DERIVACION EN EL TIEMPO: La diferenciacién en el dominio del tiempo es equivalente a una
multiplicacién por s en el dominio de la frecuencia.

L {%} - SR (s) - £(07)

ZArAC) Y- ()
L{ o } SEE) )

DERIVACION EN EL TIEMPO:

Dada una funcic')nf(t), se desea hallar la transformada de Laplace de la derivada de dicha funcion.

. {df(£)}= [0y,
di di

Utilizando integracién por partes:
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para la segunda derivada tenemos:
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La ultima integral, corresponde al caso de primera derivada que con anterioridad hemos resuelto,
es por esto que reemplazamos directamente el resultado:

{df@} Ddﬂ”1+(ﬂm F(07))

af
L{d;“’zf)}=st(s) f (07 - "ffm )

Se pueden obtener resultados similares para derivadas superiores. Lo importante es ver que
cuando las condiciones iniciales son cero, la derivacién en el dominio del tiempo es equivalente a
una multiplicacién en el dominio de la frecuencia.



INTEGRACION EN EL TIEMPO: la integracion en el dominio del tiempo es equivalente a una
simple division por s en el dominio de la frecuencia.

L“;_f(.c).:fz] =§V{s)

Las condiciones iniciales se evaluan, haciendo que el intervalo de integracioén las incluya y separar
esta integral de la de Laplace.

INTEGRACION EN EL TIEMPO:

Dada una funcic')nf(t), deseamos hallar la transformada de Laplace de la integral de dicha funcién.

i L) ¥
L[ roar)= L[ [ reaelar
usando la técnica de integracion por partes:

y =£_f(z).:f:

dv=eg"ds
du = f(dt
é—.ﬂ‘
Py=—-—
g

L“’_f(zjds} - [[I;_f(z;.af;] [_ E:‘“” : _ﬁ;[_ej f(gj]a!’f
L[ﬁ_ﬂ:)dz] =[U—D]+éﬁe"’f{fjdﬁ
L“;_f(.c).:fz] - é F(s)

Este resultado nos hace ver que la integracion en el dominio del tiempo es equivalente a una
divisién por S en el dominio de la frecuencia.

CONVOLUCION: la convolucién se define como la operacion entre dos funciones, tal que:

Al * £(8) = L:Jﬁ{,-ﬁ Fie - Ad A

Si se utiliza esta definicién, se pueden hallar ciertas simplificaciones que son Utiles en el analisis
de circuitos, pues la transformada de Laplace de la convolucion de dos funciones en el dominio del
tiempo, resulta ser la multiplicacion de las transformadas de las funciones en el dominio de la
frecuencia:



L{AE* /) = Ris)F (s)
CONVOLUCION:

Dadas dos funciones fi(t) y f2(t), se desea hallar la transformada de Laplace de la convolucion de
éstas, definiendo la convolucién como:

FAOMAGEY WFAC FARR TR

Bajo esta definicién, y teniendo en cuenta que la transformada de Laplace obliga a la de
convoluciéon a cambiar su limite inferior por “cero menos” tenemos:

L[fltz)*fgtz)] = J‘]‘fe"’ [ I: (AT Ad ,-1]ai'z

si introducimos en la integral interior el factor exponencial de la transformada de Laplace (ya que
para la integral interior, éste factor es una constante), y cambiamos el orden de integracion,
podemos escribir:

L{40*5,0) - [ [ﬁe‘j’fl(,-ﬁfg(z - ,-M.c].:f i
L[flliz)*leiz)] = J‘; A [J‘m e"’fz (t - ,-Mz]a' A

en la férmula inferior, se utilizé el mismo truco de sacar de la integral interior la funcion
dependiente de lambda, pues no depende de t. Ahora realizamos una sustitucion, y de nuevo
extraemos un término (exponencial) que no depende de t:

a=i-4
t{fe*sm) = [RERAC [I_e'”;; (.:zjd.:z]ai‘ A
L{ £ @* 7@} = F (&) F (s)
Esta dltima féormula se obtuvo, teniendo en cuenta las variables que intervienen en cada

integracion de la penudltima ecuacion.

DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO: Un desplazamiento en el dominio del tiempo provoca un
factor exponencial en el dominio de la frecuencia, cuyo exponente es proporcional a tal
desplazamiento:

Life-amiE-a) =e™F(s)

para az=l



DESPLAZAMIENTO EN EL TIEMPO:

Dada una funcic')nf(t), se desea hallar a transformada de Laplace de esta funcidn pero desplazada
en el tiempo una constante a positiva:

L{ft-amE-a)) = f_ o™ F(t —ault - a)ds

la funcidon escalén unitario desplazada en el tiempo, se traduce en un cambio del limite inferior de
la integral de Laplace:

L{flt-am(-a)) = L‘f o™ F it —a)dt

esta ecuacion es valida para valores mayores o iguales a la constante a-. Realizamos ahora, un
cambio de variable:

con lo cual la transformada queda:

L{fe-am(e-a)} = [[e™ TS (DdT
L{flt-amit—a)} = F(s)

Este resultado nos dice que un desplazamiento en el tiempo, produce un factor exponencial en el
dominio de la frecuencia.

TEOREMAS Y PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

DESPLAZAMIENTO EN LA FRECUENCIA: Un desplazamiento en la frecuencia implica un factor
exponencial en el dominio del tiempo:

L{ ¥ 7)) =F(s+a)

Para:

a =0

DESPLAZAMIENTO EN LA FRECUENCIA:

Dada una funcién en la frecuencia F(s), se desea hallar la transformada inversa de Laplace de
ésta funcién pero desplazada en la frecuencia una constante a. Como la transformada inversa de
Laplace es de dificil manejo, optamos por suponer que si un desplazamiento en el tiempo produjo
un factor exponencial en el dominio de la frecuencia, tal vez, un desplazamiento en el dominio de
la frecuencia se refleje en un factor exponencial en el dominio del tiempo:



L{e™f(n} = L‘f e e ™™ F1)ds
L{e™f @) = [Le s
L{e™7(0)} = Fls +a)
con este sencillo procedimiento, confirmamos la hipétesis que planteamos al principio.

Esta propiedad nos ayuda en aquellos casos en los cuales, necesitamos obtener rapidamente la
transformada de una funcién desplazada, a partir de la transformada de la funcién sin el
desplazamiento.

Por ejemplo, si sabemos la transformada de {, que es:

y agregamos un factor exponencial afectando a t, obtenemos:

et} = 1

(s+a)

DERIVACION EN FRECUENCIA: si derivamos con respecto a s en frecuencia, obtenemos en el
dominio del tiempo un factor de KR

L~ f5)) = i F(s)

DERIVACION EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA:

Dada una funcion en la frecuencia F(s) se desea hallar la transformada inversa de Laplace de la
derivada de dicha funcion. En esta ocasion es mas facil trabajar directamente con la definicién de
la transformada:

d d - M, -5t s
EF(S)=EJ‘U_E f(zjdz—ﬁj_ te ™ Fitde L_e [-¢7 ()] dt
d -_ —_—

EF(S}—L{ tF ()}

resultado que expresa que si derivamos una funcién en el dominio de la frecuencia, esto se
traduce en una multiplicaciéon por -t en el dominio del tiempo.



INTEGRACION EN FRECUENCIA: Si se integra en el dominio de la frecuencia con respecto a s,
en el dominio del tiempo tenemos que dividir por f:

{f()} .[ F(s)ds

INTEGRACION EN FRECUENCIA:

Dada una funcidn en la frecuencia F(s) se desea hallar la transformada inversa de Laplace de la
integral de dicha funcién. Si tomamos la definicién de la transformada de Laplace:

Fs) = [ e f(5)ds

realizamos una integracion en la frecuencia, con limite inferior S, y limite superior infinito:

L‘” Flsids = L‘” [I: e'”f(ﬁ).:iz]ds

Cambiamos el orden de integracidon, para después llevar a cabo al integracién en frecuencia:

Filsyds=1_ e~ ds | Flds
[ r@as =[] (feas]

L'” Fls)ds = ﬁ [— 3@'”] |

J‘F(s)a? I f(-ﬁ) ey

[ Feds=1 {f(:)}

Este resultado nos deja ver que si integramos una funcién en el dominio de la frecuencia, esto se
traduce en una division por t en el dominio del tiempo.

CAMBIO DE ESCALA EN EL TIEMPO: si en una funcién en el dominio del tiempo, este tiene
como factor una constante, la transformada cambia de acuerdo a dicha constante:

{f(a'.ﬁ)} =—F(sf.:;tj

CAMBIO DE ESCALA EN EL TIEMPO:



Dada una funcién f(t), se desea hallar la transformada de Laplace de ésta funcién pero cambiando
la escala de t, en un factor a mayor o igual a cero:

Liflag)} = J‘ e Flafid:

hacemos un cambio de variable con:
v=of

con lo cual la transformada queda:
L{flat)} = j g () dv

L{ f(at)) =EF[E]

i3

1

el factor # , se debe al cambio del diferencial de tiempo:

c:t’.t=l.:iv

i)

y con esto la integral corresponde a la definicidon de la transformada de Laplace, pero en lugar de
S ponemos s/a.

TEOREMA DEL VALOR INICIAL: si se conoce la transformada de Laplace de una funcion f (¢), el
valor inicial de dicha funcién puede obtenerse multiplicando F(s) por s y hacer que ¥ =2 :

}irﬂrlj(z) =15i_>m [.S‘ F(Sj]

TEOREMA DEL VALOR INICIAL:

El teorema del valor inicial, plantea que si conocemos la transformada de Laplace de una funcién,
podemos hallar el valor inicial de dicha funcién si a la funcién transformada le multiplicamos por
un factor s y hacemos tender a infinito precisamente la variable s:

I:,ifﬁf(ﬂ =15i_>t‘1|f]1 [sF(s)]

Si partimos de la transformada de una derivada, podemos escribir:

st r-'ff(-f)

AL
dt

} sF()=f(07)= [Le



en esta ultima ecuacion hacemos que s tienda a infinito y separamos la integral en dos partes:

Lim [sF() - £(07)] =Lim [ r f(z) J;Ez) ]

|:|+

el factor exponencial de la dltima integral se hace cero cuando evaluamos el limite, por lo tanto, la
integral se hace cero. En el lado izquierdo de la ecuacién, podemos extraer —f(O—):

-f (07 +im[sF(e)] =lim J;”f df(e)=lim [ (07) - £(07)]
~f O Him [sF()]= (07 - £(07)

lim [s7(s)] = £(0%)

lim[sF@E)]=1im

Y asi llegamos al resultado deseado.

TEOREMA DEL VALOR FINAL: si se conoce la transformada de Laplace de una funcion f (1), el
valor final de dicha funcién puede obtenerse multiplicando F(s) por s y hacer que * — 0.

lti_>m FiE) =15i_t;r&[s F(s}]

TEOREMA DEL VALOR FINAL:

Consideremos la transformada de Laplace de la derivada de una funcién:

st r-'ff(-f)

AL
dt

} SF()-7(07) = [
se hace ahora que la variable s tienda a cero:

lim [.S'F(s]l - fm-).] =lim L“_e
lim [SF(S) —f([l‘)] - “‘j%z

A,
dt

manipulamos convenientemente el término integral de la anterior ecuacion:

L .:ff(zj = ﬁ ﬂff()

di =lim [ f(©) - 7(07)]

t—}m

y reemplazamos:
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li m [sF(s)—f{D‘j] = lim [f(z}—f([]‘)]

5=l F—w

-Fi07+lim [sF(sj] =—F(071+1im [f(.ﬁj]

=0 S

lim[sF(s)]=1lim f£)

5= S
El teorema del valor final, plantea que si conocemos la transformada de Laplace de una funcion,
podemos hallar el valor final de dicha funcién, si a la funcién transformada le multiplicamos por un

factor s y hacemos tender a cero precisamente la variable s. Cabe anotar que este teorema tiene
restricciones:

*S6lo es util para transformadas cuyos polos se encuentren en el semiplano izquierdo del plano s.
(la Unica excepcion es el polo simple s=0)

*Tanto f(t) como su derivada, deben tener una funcion transformada.

11



TRANSFORMADAS DE FUNCIONES COMUNES

Las transformadas que se muestran a continuacién se obtienen de integracion directa o algunas
veces utilizando los teoremas. Cabe anotar, que las funciones de tiempo aqui descritas, son
validas para t mayores a cero.

f(H) L{f(t) = F(s)}
1.1 1
s
2.t n=1,2,3,. 1
n+l
3.tY2 p
iz
4. e* 1
5ok
5. sen kt k
.5'2 +.£:2
6. cos kt &
32 +.'?Cj
7. senh kt k
.5'2 _k_ﬂ
8. cosh kt 5
.5'2 _'.;-CE
9. e™f(t) F(s - a)
10.f(t-a)U(t-a),a=0 e F(s)
11. " f(t), n = 1, 2, 3,... d"
"% Fes)
12. f(t), n =1, 2, 3,... s"F(s) - s"* f(0) - ... - f"D(0)

: F(s) G(s)
Jf(:ﬂ'g(f - adrs
13.

12



Funcion
)
e
g f ()
JiE= )
e (1 - af)

(1 a'Yai - sen af)

(121 -cos af) W(s(s* +a)
senh ai ajis? -a.:j]
cosh at shiz® - ™
sen i af(s* +a')
cos at si{s + )
(1ra)(1-27%) 1 als +a))
P Wiz +a)
£ i - Dl 1/ &
escalon wunitario en = 0uif) e
irmpridsan uxnitaric en ¢ = 0,38(8) 1
:

Jﬂg}bﬁ F(s)f s
e SF0)=9 05 S (0

{¢0250sen af

(1/ 2aisen af - atvos ai)

13

Transformada

s F(s)—gf (0) - 7'(0)

sfis) - F0)
Pz +a)
g™ F(s)
iz +a)’
(s +a)

1i(sts® —a™)

gliz* +a'y

s +a™



APLICACION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE A LOS CIRCUITOS ELECTRICOS

En las anteriores secciones se han estudiado varios conceptos tedricos referentes a la
transformada de Laplace, sin embargo, nuestro objetivo fundamental, es tomar ésta teoria y
aplicarla en la resolucion de problemas de ingenieria y mas especificamente en el andlisis de
circuitos eléctricos.

Por tal motivo, en esta seccidn se presentaran ejemplos que sean claros y lo suficientemente
generalizables, para que el estudiante pueda mas tarde llevar a cabo problemas similares 6 con
algun grado de dificultad superior.

El primer paso, sera aprender la transformada que esta asociada a cada parametro 6 componente
eléctrica:

EL PARAMETRO RESISTIVO

La transformada de Laplace en un circuito meramente resistivo, no tiene efecto sino en las
funciones de voltaje y corriente:

vt =& i)
cuya transformada es:
Fisi=R I(=)

Estos resultados se pueden observar en la figura:

1(t) RO I(s) R Q
L1 T )

PARAMETRO INDUCTIVO

Observe la figura, y detalle que para una inductancia L en Henrys, que posee una corriente inicial
de i (0+) A en la direccion de la corriente i (t), se transforma en el dominio de s como una

impedancia sL en ohmios, en serie con una fuente de voltaje cuyo valor en s es Li (1) y que va en
la direcciéon de la corriente 1(s).

14



i)  Lh [(s) s Li(0%)

LT ™

+ o(t) —

La ecuacion que describe el comportamiento del inductor en el dominio del tiempo es:

di(f)
di

v(e) = L

cuya respectiva transformada es:

V() = sLI(s) - Li(0)

PARAMETRO CAPACITIVO

La figura que se observa en esta seccién, muestra una capacitancia de C farads en el dominio del
tiempo; en el dominio de s, ésta se transforma en una impedancia y una fuente de voltaje en
serie oponiéndose a la corriente i (t), cuyos valores se observan también en dicha figura:

_ 1 o(0)
i)  CF I(s) sC 5
+ v(t) ~ V(s) ¢

En el dominio del tiempo se tiene:
© =L [itds
vl =— i
Al

transformamos esta ecuacién, y obtenemos:

»(0*)

=

7(s) - i () +

15



FUENTES

En cuanto a fuentes, la transformada depende de la funcidon que caracterice a dicha fuente. Otra
herramienta que debemos aprender, es el intercambio de fuentes:

Resto del circuito Resto del circuito

I(s) T Ifs) [
-\.j'l'l H ] i |‘|‘r
[+ Vafs) -7 T+ Vas) =
1)

| FALT |

2=)

— (- )— ©

Zis) \1\7‘.}

I|"'II'| {:‘.-:'

En la primera figura, se cumple:

Z()1(s) = ¥, () ~ ¥/, (&)

despejamos I(s):

I(s) = @+@
Zis)  Z(s)

Resultado que nos conduce a la segunda figura. Estas transformaciones son bidireccionales, es
decir, si tenemos una fuente de corriente en paralelo con una impedancia se convertiran en una
fuente de voltaje en serie con la impedancia, y viceversa.

Como segunda instancia, se aprenderan a resolver circuitos que contengan los anteriores
parametros, e involucren corrientes, voltajes y condiciones iniciales:

16



CIRCUITO RL SERIE CON FUENTE DC

Considere el circuito de la figura:

1 RO Lh
ANN U [ ] ) S—
Vol
e
La ecuacion diferencial que resulta de hacer LVK, es:
Rigy+ 1 L9 -7, |

"

sometiendo esta ecuacion a la transformada de Laplace, obtenemos:

oI
RI(§)+sLI(s)- Li(0ry = L=l
=

De esta ecuacion despejamos 1(s):

E—”Lm(m)
O =

Ahora, cambiamos la forma del denominador para realizar un procedimiento de fracciones
parciales:

7.
f FEasi0) 2
= = _ +
(s) sis+RiL) s s+R/L

hallamos el coeficiente A, igualando s a cero:

17



Hwimﬂ' 7|
L _

s+ RfL H
sudl
hallamos el coeficiente B, igualando s a R/L , Y reemplazamos los valores:
" (07)
telyziint I
-t =—u+.~;(o+)
g X
Sm—RIL
K K
AR
i)=& + &
g s+ R/L

finalmente, aplicamos transformada inversa de Laplace, para que la respuesta esté en el dominio
del tiempo:

mly —mﬂ{ﬂ"j o iR
I

CIRCUITO RC SERIE CON FUENTE DC

Observe la siguiente figura:

I”',:' R O ;*I{f)

— +

Vil
=i

L

La ecuacién integral que resulta de hacer LVK, es:

18



Ri(ﬁ)+%fﬁ(ﬁ)dz =|E-’m|

aplicando transformada de Laplace:

I+ 1+ X0 - A
sz g

=

despejamos 1(s):

AR AR

Ie)=—=—=-—F&

E+—— S+L

s RC

Si observamos detenidamente esta ultima ecuacién, nos damos cuenta que podemos aplicar
directamente la transformada inversa de Laplace:

A
A

Pt

i) =

Este resultado generaliza la respuesta en el dominio del tiempo para este tipo de circuitos.

CIRCUITO RLC SERIE CON CONDICIONES INICIALES

: +
Considere el circuito de la figura, donde la corriente inicial del inductor es 10 )amperes, y el
+

v
voltaje inicial en el condensador es * volts, con la polaridad indicada:
D) ro Lh Crf
|
AN/ |
oAt
o+ o(t)

Si aplicamos LVK, obtenemos la ecuacién integro-diferencial:

di(t) | 1

Riff)+ L —
© die O

Ii(s)dr = (1)

19



le aplicamos transformada de Laplace, y se obtiene:

o v, (07
Ritgy+sli{s) - Lil0"+ —Iis)+ =—— =F(s
s 5

arreglamos esta ecuacion, de tal forma que se pueda ver de forma mas clara:

1 R N ('
i) = — Filsh+ Lif0%) - —
R+sl+— &
s

El primer factor de esta ecuacion corresponde a la funciéon del sistema, mientras que el segundo
factor corresponde a la funcién de excitacion. De acuerdo a lo anterior, el primer factor puede ser
expresado de la siguiente forma:

¥(s) - —

R+l +L
=

en Siemens.

Y dada la relaciéon entre admitancia e impedancia:

podemos deducir que:

Z(s) = R+sl+— @
c

=

ahora, dejamos todo en una sola fraccién:

3
E(s)=s LT+ RC+1 o
s

Si detallamos la Ultima ecuacidn escrita, y la relacionamos con la ecuacién donde esta despejada
1(s), veremos que los ceros de Z(s) son los que en Ultimas determinan el comportamiento del
circuito. Lo anterior, escrito en una ecuacion seria:

Después de tener en cuenta todas estas consideraciones, lo Unico que resta es encontrar la
respuesta en el dominio del tiempo; sin embargo, no se puede generalizar una respuesta debido a
que dependiendo de las funciones de excitacion y de las condiciones iniciales, la respuesta en el

20



tiempo cambia. Lo que haremos entonces es plantear la ecuacion de transformada inversa de
Laplace:

v, (0%)

sy + Li(0%) -

T | _ -1
i) =L Ie) = L 7

CIRCUITO RLC PARALELO CON CONDICIONES INICIALES

La fuente de corriente i (t) de la figura, es la que excita el circuito. El inductor lleva una corriente

N (hy . o i (£ o v (0%
inicial 2 . En la misma direccion de " . El voltaje inicial del condensador es * con la

X0y

i
polaridad opuesta al sentido de la corriente *

‘ * - 11(t) :!J/I' () Lh (1)

Por LCK:
:él(.ﬁ]l +i2(£]| +:é3(£]| =i(#)
Hallamos el equivalente de cada una de estas corrientes, para el caso del resistor en siemens:
:él(f,) = Fv(f)

para el inductor:

1
P (£ =— £ s
O = [vO
y para el condensador:
. dvif)
iy ==
NEy =

Reemplazamos estas tres expresiones en la primera ecuacion:
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dve) _.
dt

Gl + % Iv(ﬁjdf. + (£

Aplicamos transformada de Laplace, y el resultado es:

07 +5 OV (s) - Cw0*) = I(5)

(=) + i Fis)+
sl

arreglamos esta ecuacion, de tal forma que se pueda ver de forma mas clara:

V(s) = 11] [f(” s ooy - 2
G+sil+—— g
gL

El primer factor de esta ecuacion corresponde a la funciéon del sistema, mientras que el segundo
factor corresponde a la funcién de excitacion. De acuerdo a lo anterior, el primer factor es una
impedancia que puede ser expresada de la siguiente forma:

Zig) = ;1 &2
F+s+ —
sl
0 una admitancia cuyo valor es:
1
Fis) = =F+sC+—
(& sl

en Siemens

los polos de Z(s) o los ceros de Y(s), determinan el comportamiento transitorio de la funcién
respuesta V(s). La funcién respuesta en el dominio del tiempo es:

I(5) + Cv(0*) -
Fis)

i (0%)
=

vty =L {Fie) =L
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Estudiemos un caso de superposicion resuelto con transformada de Laplace:
SOLUCION POR SUPERPOSICION

La funcion respuesta para el caso del circuito RLC serie con excitacion de voltaje, puede ser
expresada como:

1(8) = I'(s) + I"(5) + I'*(s)
donde:
gy =&l (s
1*(8) = F(s) [Lg(ﬂ*)]
vm*)]

)

I"'(g) = =¥ (s) [

De forma similar, la respuesta para el circuito RLC paralelo con fuente de voltaje como excitacion,
puede escribirse:

Vis)=V'(s) +F(5) +7(s)
donde:
Vis) = Z(5)1(s)
Vs = Z(s) [C’v(0+)]
£,(0%)

5

sy = ~Z(s)

con estas ecuaciones, se puede concluir que la funcién respuesta es la suma de componentes
separadas, cada una de ellas obtenida dejando una fuente activa mientras las otras son cero
(Teorema de Superposicion).

A continuacion, se presenta un ejemplo que resume de forma practica este procedimiento. El
siguiente circuito posee tres fuentes, una de voltaje senoidal, otra de voltaje DC, y otra de
corriente DC:
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[1=9
e

)
&,
M 10 1H 1F

1

2V
=

~Jg'cos (2t+45%)

M T

&

Como primer paso, recordamos la transformada de coseno y aplicamos la transformada de
Laplace a la fuente de voltaje:

v(@) =2 cos (26 +45°)
L{v{ﬁ}} =J§scos45 -Zzends

g4+ 22
SN2 a2
L{v{#}} =J§%
L{(0) = —2,
L{v(ﬁ)}=§f:j
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()
)
1) 10 sQ  |1/s0

2574
s+4
N

&

cada una de las tres fuentes se analiza como si las otras dos fuesen cero. Hay que tener en
cuenta que cuando una fuente de voltaje se reduce a cero, en su lugar queda un corto-circuito;
cuando se trata de una fuente de corriente, queda un circuito-abierto. Las tres situaciones se

presentan en los circuitos a continuacion:

[(s) 4 . :
10 sQ | 1/s0
2524
Y
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I"6) 10 sQ  |1/50
2/s
Sl
4/5
[ Ny
)1 sQ  |1/5Q

[n]
(a7

del primer circuito podemos extraer la primera componente de la funcién respuesta:

25—4
\ 2 g2z —4
I(S:I=S +14= 2{ :'
142 (g"+di=+1)

=

y de los otros dos:
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I'e)=- o =- =

1+—
leI(S) — I:l
La tercera componente es cero, porque la corriente de la fuente fluye toda por el corto-circuito.

De acuerdo a lo expuesto al principio de esta seccion, la respuesta es igual a la suma de las
componentes:

1(8) = () + [*(s) + I"(5)

=25 —4) 2 —dg -8
) =— h T3
(g +dis+l) s+1 (s°+d)(s+1)

Ahora aplicamos transformada inversa de Laplace, para encontrar la respuesta en el dominio del

tiempo:
. _ -l —ds-
=t {(32+4](s+1}}

-4 2L C
g+ 2 g-j2 s+l

Esta expansion de fracciones parciales se hace con el fin de facilitar la transformacion inversa y
utilizar pares de transformadas. Los valores de los coeficientes A, By C, son:

-dz—-8

(s* 2 (s + 1|,
B=4"=1264s71.55°
-4z -8

st +4

=1.264.-71.55°

=-0.5

=1

C:

reemplazamos estos coeficientes y obtenemos:

—iT1.55% iT1 .55
iy =141 2642 +2 _us
s+j2  s—j2| s+l

i(6)=2.53cos(2+71.55%-0. 8"

vemos que la transformada de coseno puede tener equivalentes en exponenciales de frecuencia.
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Finalmente, dos ejemplos que involucran conceptos de esta secciéon y de todo el capitulo:

EJEMPLO 1

Dado el circuito de la figura, con las siguientes condiciones iniciales:

z'j{[?l"} =14
v (07)=3
Encuentre i(t), utilizando la transformada de Laplace.
i(t

H

105t 10 sz(”

U.okF T

|+__

S5volts =

2H

——il

SOLUCION:

Como primer paso, incluimos las condiciones iniciales en el circuito del dominio del tiempo, y
luego transformamos todo el circuito al dominio de la frecuencia:

i(t),

z‘-_.(f)l 10 fz(f}J, 10

|+

5 volts =

)|

)
o
Tl

1A(D) EZH
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| L) S10 LE|S10
s
5/5 =

\|
/

~2/5 (2

. ) 3/s
|

La ecuacion principal para resolver el problema, es:

() =1 (s)+1,(s)

Ahora planteamos dos ecuaciones de malla, teniendo en cuenta que la segunda ecuacion
corresponde a la malla exterior del circuito:

fl(sj + 28 [fl(sj +é:| =§

[1+E]f2(s) B
= =

despejamos estas ecuaciones:

5
—=2
I(s)=5 _ —s+2d.5
1 2e+1 slz+0.5)
4
I (s)=—5_=
O
s

Y reemplazando en la ecuacion principal:
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separamos el primer sumando en fracciones parciales, ya que el segundo sumando ya posee
coeficiente:

~s+2.5 _A B

ss+0.27 s s+0.5

hallamos estos coeficientes:

H=—s+2.5 _
|5'+|:|.5 5l
B=—s+2.5 -6
g 505

con lo cual la funcién respuesta en el dominio de la frecuencia, es:

ey=2-—2 8

g g+0.0 g+32

Esta ecuacién podemos convertirla directamente al dominio del tiempo:

i) =5-627"" +8s7#

EJEMPLO 2

Segun el circuito de la figura, encuentre:

I (=)
i - 4

a) ¥ Vs(s)

b) h(t)

o) ia(t) si vs[.ﬁ) =132 uls)
L (f 12(t)
10 o,

5H 6 H

30



SOLUCION:

a) Transformamos el circuito al dominio de la frecuencia:

I1(s) I(s)

—

2016, 30 Q 120

Planteamos las siguientes ecuaciones de malla:

V. (s) =58 ()+30(1 1)
0=-301(s) + 651 (s) + 421 _(s)

Organizando estas ecuaciones:

V. (s) = (55+ 30 ()~ 301 (s)
0=-301(s)+ (65 +4 2L (s)

despejamos de la segunda ecuacion el valor de [1(s), y lo reemplazamos en la primera ecuacion:

bot+4z2
L&) = L)

Vis)= (s +Ts+65+42 =300 (s)

RACH 1
v (s) st +13s+12

Esta Ultima ecuacién es una funcién de transferencia del circuito.

b) Para saber el equivalente de H(s) en el dominio del tiempo, aplicamos fracciones parciales:

RACE 1

V() s +13s+12
1 __ 4 B

F+13s+12 (+12) (z+1)
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En esta ocasion, empleamos el planteamiento de ecuaciones para hallar los coeficientes A y B:

1= A(s+ 1+ Bz +12)
1=(A+B)s+(A+125)
A+E=0

A+128 =1

resolvemos este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

!

11
1

11

_A=_

B:

con lo cual, la funcion H(s) queda:

H(s) - i, A

120 (s+1)

ecuacion a la que aplicamos directamente la tabla de transformadas inversas, lo que se traduce
en una respuesta en el dominio del tiempo:

ki) = LY H () = %(é_r—e_lm)u(ﬂ [ 477 ]

¢) Tomamos la funcion de transferencia H(s) y despejamos el valor de I2(s) en términos de Vs(s):

I
Vgl m+lZ)e+])
_ 1

RN TG

Aplicamos la transformada de Laplace a la funcién vs (t), y reemplazamos el resultado en la
anterior ecuacion:

v, (£)=132u(f)

132
Vs{s}=L{13?ix{£}}=T
I (5= 132 =£+ Il N N
2 s(s+12is+l & (s+12) (547
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hallamos estos coeficientes, utilizando la misma técnica que se uso en el item anterior:

122=Ale+12)(s+N+Bels++Cs(s+12)
ordenando:

132 =(A+ B+ +(134+ B +120)s+12.4
A+B+C=0

124+ B+120 =0

124=132

resolviendo este sistema, obtenemos:

A=11
5=1
C=-12

con lo cual la funcion I2(s) se puede rescribir como:

fell, 112
2 s (5+12) (s+1)

y finalmente, aplicando pares de transformadas para regresar al dominio del tiempo, se llega a:

%g)=54{fgﬂ]=[11+e4“—12e*]u@)[ﬂ]
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