Tema 7. Factores de integracion

7.1 ;QUE ES UN FACTOR DE INTEGRACION?

En general, la ecuacidn diferencial

(7.1) M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

no es exacta. Ocasionalmente, sin embargo, es posible transformar (7.1) en una ecuacién diferencial exacta
por una atinada multiplicacion.

Definicién: Una funcion I(x, y) es un factor de integracion para (7.1) si la ecuacion

(7.2) I(x.y)[M(x,y)dx +N(x,y)dy] = 0
es exacta.

Ejemplo 7.1. Determinar si —1/x? es un factor de integracion para ydx — xdy = 0.
Solucion:
Multiplicando la ecuacién diferencial dada por —1/x?, obtenemos

1 y 1
——(ydx—=xdy)=0; —-Z-dx+=dy=0
2 (y y) Zox+ oy

Esta ultima ecuacion es exacta; por lo tanto — 1/x® es un factor de integracion.

Ejemplo 7.2. Determinar si —1/xy es un factor de integracion para y dx — x dy — 0.
Solucion:
Multiplicando la ecuacidn diferencial dada por —1/xy, obtenemos

—i(ydx—xdy)zo; —ldx+£dy =0
Xy X y

Esta Gltima ecuacion es exacta; por lo tanto —1/xy es un factor de integracion.

Comparando con el Ejemplo 7.1, vemos que una ecuacion diferencial puede tener mas de un factor de
integracion.

7.2 SOLUCION POR MEDIO DEL USO DE UN FACTOR DE INTEGRACION
Si I(x,y) es un factor de integracion para (7.1), entonces (7.2) es exacta y puede resolverse por el método de la
Seccion 6.2 , o frecuentemente, por integracion directa. La solucion de (7.2) es también la solucion de (7.1).

7.3 COMO HALLAR UN FACTOR DE INTEGRACION

De la prueba de exactitud dada en la Seccion 6.1 se deduce que el factor de integracion es una solucidn para
cierta ecuacion diferencial parcial. Sin embargo, esta ecuacion es generalmente mas dificil de resolver que la
ecuacion diferencial original en consideracion. En consecuencia, los factores de integracion se obtienen
generalmente por inspeccion.

El éxito del método depende entonces de la habilidad del usuario para reconocer o conjeturar que un grupo
particular de términos forma una derivada exacta dh(x,y).
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En algunos casos, un factor de integracion es facilmente visible si los términos de la ecuacién diferencial se

agrupan estratégicamente. (Ver Problemas 7.3 — 7.5).

Si M(x, y) y N(x,y) en (7.7) obedecen ciertas condiciones,

(@) Si 1(8M - 8N] g(x). una funcion de x;
N\ oy ox

(7.3) 1(x,y)= ol a0

(b) Si 1(6M - GN] h(y). una funcién de y
M{ oy ox

(7.4) 1(x,y)= o [nOyRy

(c) SiM=yf(xy)y N=xg(x,y), entonces

1(x,y)=

(75) 1

los factores de integracidn son conocidos.

solamente, entonces

solamente, entonces

XM —yN




Problemas resueltos

7.1 Resolver ydx — xdy =0

Solucion:

Usando el factor de integracion I(x,y) = — 1/x* (ver Ejemplo 7.1 o Tabla 7-1), podemos escribir la ecuacion
diferencial como

xdy — ydx

X2

Como (1) es exacto, puede resolverse por el método de la Seccion 6.2. Como alternativa, vemos por la Tabla
7-1 que (1) puede escribirse como d(y/x) = 0. Entonces, por integracion directa, tenemos ylx = C o y = Cx,
como la solucién.

=0

7.2 Resolver la ecuacion diferencial del Problema 7.1 usando un factor de integracion diferente.

Solucion:

Usando el factor de integracion I(x,y) = — 1/xy (ver Ejemplo 7.2 o Tabla 7-1), podemos escribir la ecuacion
diferencial como

xdy — ydx
Xy
Como (1) es exacto, puede resolverse por el método de la Seccion 6.2. Como alternativa, vemos de la Tabla 7-
1 que (1) puede escribirse como d[In (y/x)] = 0. Entonces, por integracion directa,

0

X —_ eCl
In (y/x) = C,. Tomando exponenciales a ambos lados, encontramos X , 0 finalmente
y = Cx (C=¢e"Y

7.3. Resolver (y? — y)dx + x dy = 0.
Solucion:
No aparece inmediatamente ningun factor de integracion. Nétese, sin embargo, que si los términos se vuelven
a agrupar estratégicamente, la ecuacion diferencial puede escribirse como

—(ydx—-xdy)+y*dx=0
El grupo de términos dentro del paréntesis tiene muchos factores de integracion (ver Tabla 7-1). Ensayando
cada factor de integracion por separado, encontramos que el Gnico que hace exacta toda la ecuacion es I(x, y)
= I/y? Utilizando este factor de integracién, podemos escribir lo anterior como

—Lz)(dy+ldx=0
y

Como esta ecuacion es exacta, puede resolverse por el método de la Seccién 6.2. Como alternativa vemos de
la Tabla 7-1, que puede escribirse como — d(x/y) + 1 dx = 0, 0 como d(x/y) = 1dx. Integrando, obtenemos la
solucion

X
Xx+C

5:x+C; y=
y

7.4. Resolver (y — xy?) dx + (x + x?y?) dy = 0, .
Solucion:
No aparece inmediatamente ningln factor de integracion. Notese, sin embargo, que la ecuacién diferencial
puede escribirse como

(y dx + x dy) + (- xy* dx + x’y* dy) = 0
El primer grupo de términos tiene muchos factores de integracion (ver Tabla 7-1). Uno de estos factores, a
saber I(x, y) = 1/(xy)? es un factor de integracion para toda la ecuacién. Multiplicando la ecuacién anterior por
1/(xy)?, obtenemos

ydx+xdy —xy2dx +x%y2dy
>+ 3 =0
(xy) (xy)




0 su equivalente ydx+xdy 1. _1dy

(yf X
De la Tabla 7-1, ydx+xdy = d(_lj
(xy)? Xy
de manera que puede escribirse como
d(_lJ ~ L ax—1dy
Xy X

Integrando ambos lados de esta Gltima ecuacién encontramos
1
-—=Inx-y+C
Xy

que es la solucion en forma implicita.

7.5 Resolver v+ 3yx°
xS +2 y4

Solucion:
Escribiendo la ecuacion en forma diferencial, tenemos

Byxd)dx + (-x*-2y*)dy = 0
No aparece inmediatamente ningun factor de integracién. Sin embargo, podemos reagrupar esta ecuacion
como

x* (3ydx — x dy) — 2y*dy =0 0 1)
El grupo entre paréntesis es de la forma ay dx + bx dy, donde a = 3 y b = -1, que tiene un factor de
integracion x’y%. Como la expresion entre paréntesis ya estd multiplicada por x?, ensayamos un factor de
integracion de la forma I(x, y] =y . Multiplicando (1) por y, tenemos

X%y (3ydx — x dy) — 2y’dy =0
gue puede simplificarse (ver Tabla 7-1) en

d(y™ )= 2y’dy =0 )
Integrando ambos lados de (2) tenemos como la solucion en forma implicita.

7.6 Resolver y’ = 2xy — x

Solucién:

Escribiendo esta ecuacion en forma diferencial, tenemos
(-2xy +x)dx+dy =0 (&)

No aparece inmediatamente ningun factor de integracion. Ndtese, sin embargo, que para esta ecuacion M(x, y)

= - 2xy + X; N(x,y) = 1; de tal modo que

1 (GM oN j _(-2x)-(0) ox

N oy ox 1
- [-2xdx 2

es una funcién de x solamente. Entonces, por (7.3) tenemos |(x,y): e =g como un factor de
_y2

integracion. Multiplicando (1) por € X" obtenemos

2 2 2

(— 2xye™ +xe* )dx+ e X dy=0 )

que es exacto. Resolviendo (2) por el método de la Seccién 6.2, obtenemos la solucién como

y= ce® + L

Notese que la ecuacion diferencial dada también es lineal. (En particular, ver Problema 8.2).
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7.7 Resolver ' _ Xy -y

X
Solucion:
Escribiendo esta ecuacién en forma diferencial, tenemos
y(1-xy)dx+x(1)dy=0 1)
De (7.5) escogemos
1 -1
1(x,y)= =
x[y@—xy)l-yx  (xy)?
Multiplicando (1) por I(x,y), obtenemos
xy -1 1
dx——dy=0
xzy xy2 y
que es exacta. Usando el método del Tema 6.2, encontramos que la solucion es y = — I/(x In|Cx| Nétese que

hubiéramos podido escribir (1) como
(y dx + xdy) = xy? dx =0
que también sugiere (ver Tabla 7-1) el factor de integracion I(x, y) = 1/(xy}?

7.8 Resolver y?dx + xydy = 0
Solucion:
Aqui M(x, y) = y* ; N(x, y) = xy; por lo tanto
1(oM ON) 2y-y 1
3 x))
una funcion de y solamente. De (7.4),. Multiplicando la ecuacidn diferencial dada por I(x, y) = I/y, obtenemos
la ecuacion exacta y dx + x dy = O, que tiene la solucion

Otro método seria dividir primero la ecuacion diferencial dada por xy* y después ver que la ecuacion
resultante es separable.

Problemas suplementarios
En los problemas 7.9 — 7.23, halle un factor de integracion adecuado para cada ecuacion diferencial y
resuélvala.

79(y+1)dx—xdy=0 |(x,y)=_i2; y=Cx-1
X

7.10ydx+(1-x)dy=0 I(x,y)z%; Cy=x-1

y

7.11 (6 +y +yA)dx —xdy =0 1(x,y)=— 21 5 y = xtan(x+C)

X“+y
_ 1

712 (y +x%y%) dx + xdy = 0 1(x,y)= 3 —2:2X2(X—C)
)y

7.13 (y + xy*) dx + x dy = 0 1(x,y)= 12, b o
() vy 3

7.14 (3x%y -x2)dx +dy =0 I(x,y):exs; y=Ce‘X3+%

7.15 dx — 2xydy = 0 I(x,y)=e""; yZ:In\kx\

7.16 2xydx + 3xdy =0 I(x,y):il; y? =2(C-x)

7.17ydx + 3xdy =0 |(x,y)=y2; y3=9
X



7.18 (2xy2 erXZde+4x2 ydy =0
7.19 xy? dx + (x°y* + x%) dy = 0
7.20 xy*dx + x?y dy = 0

721 (y+x +xy?) dx—xdy=0
7.22 (Y —y) dx + 0y —x) dy =0

7.23 332 dx + (2% + X3y dy =0

1(x,y)=— 21 5 y:xtan(;x2+cj

1(x,y)= (x;l/)z o 33y +2xy? +kxy =—6
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