CAPITULO 3

SINTESIS DE FUNCIONES CIRCUITALES

3.1. INTRODUCCION

Con base en lo estudiado hasta el momento, al efectuar el andlisis de un circuito podemos
obtener las diferentes funciones circuitales tanto de inmitancia como de transferencia.

4 1
—h_ _.1—
+ +

Circuito 2
! pasivo 2
Figura 3.1

En el dominio de la frecuencia compleja s, una funcién circuital es el cociente indicado de
dos polinomios racionales. Lo anterior significa que las raices de dichos polinomios son

reales puras o complejas conjugadas.
Recordemos, mediante algunos ejemplos, la manera de encontrar las funciones circuitales.

Ejemplo 3.1

Figura 3.2
Para el circuito de la figura 3.2, determine las funciones circuitales:
1, V.
L(8) =" T(s)=-2
Yin($) v (5) pE

1 1
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Solucion.
Planteamos las ecuaciones para los voltajes en los nodos rotulados, tenemos:

V.-V vV —V. vV —V. V.
i a :C1SVa + a 2 a 2 :CZSVZ +_2
R, 5 R, R
Ordenando el sistema tenemos:
1 1 1 1 1 1 1
—+—+Cs \V,-—V,=—V, -V 4+ —+—-+Cys |V,=0
1 2 R2 Rl R2 2 R

Resolviendo el sistema, encontramos V, y V, en términos de la excitacion V;. Por

simplicidad, hacemos: R, =R, =R; C, = C, = C, obteniendo:

l+l+Cs Va—inziV1 —lVa+(i+l+Cs)V2:0
R R R R R R R
En este caso, resulta:
1 RCs +2
= J 7= )
> \R2C%*s* +4RCs +3/ ! R*C*s* +4RCs +3/ !

La corriente de entrada es:
R*C*s* +3RCs +1
R(R2C2s2 +4RCs + 3) :

I, =

Finalmente, las funciones circuitales pedidas son:

B 1 I, R’C’s* +3RCs+1
R*C*s> +4RCs +3 v, R(R2C252+4RCS+3)

S

Puede notarse que tanto la funcidon de inmitancia como la de transferencia tienen los
mismos polos:
-1 -3

P1=E pz:RC

Los ceros de la funcioén de inmitancia estan dados por:
—3-/5 —-3+4/5
Zl e ZZ =
2 2
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En la figura 3.3 se indica el diagrama de polos y ceros para la funcion de inmitancia:

O ‘~< O
-3 -3-.f5 1 -3+45
RC  2RC RC  2RC

Figura 3.3

Como es de esperarse, los polos y ceros de ambas funciones son reales y negativos. Con
base en nuestros conocimientos previos podemos afirmar que la respuesta al impulso serad

de la forma:

t
- 3
v,(t)=Ce %€ +Ce *

Observe que:
lim
v () =0
— ®

Ejemplo 3.2

-
AN
WIS
b
WA
o

Figura 3.4
Para el circuito de la figura 3.4, determine:

a) La admitancia de entrada de cortocircuito.
b) La ganancia de voltaje para la carga indicada R.

Solucion
Para la primera parte escribimos el circuito como se muestra en la figura 3.5
Aplicando la técnica simplificada resulta:

1 V, _LCs®+1 L L
I, Cs L,C,s” +1

n =Ls+ RN + 1
4 Gs Cys+—
L,s
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Figura 3.5

Finalmente, la admitancia de entrada de cortocircuito es:

B Cs(L,C,s” +1)
LL,C,Cys* +(LC, +L,C, + L,C,)s* +1

Yu

Por simplicidad tomemos: C,=1F, C,=2F, L =2H, L,=1H.

Asi las cosas, tenemos:

B 5(252 +1)
T g 1557 41

El estudiante puede verificar que la admitancia de entrada de cortocircuito se puede escribir

como:
s[s2 + 1 j
1 2

Yu =
2 (s2 + l{s2 + 411)

En consecuencia los polos y ceros de la funcion circuital son:

. . 1 1 A2 A2
p=—-j1 p,=]j1 p3:_]5 p4:]5 z=0 22:_]7 232]7

Para la segunda parte encontraremos el equivalente thévenin a la izquierda de la carga, asi
como lo ilustra la figura 3.6

Nota: tomamos los valores: C,=1F C,=2F L, =2H L,=1H

Usando las técnicas de simplificacion previamente estudiadas, encontramos el equivalente
thévenin que se muestra en la figura 3.7.
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Figura 3.6
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Figura 3.7

Para el circuito de la figura 3.7, tenemos:

s° _4s4+5s2+1

=V Z,. =
352 +1 " ™ o6(3s? +1)

Finalmente el voltaje en la carga es:

TH

R
V (s)= V,
U() R+ZTH TH

Efectuando las operaciones, resulta la ganancia de voltaje. (Para: R=1Q)

2s°
4s* +65° +5s* +25+1

T(s)=
Factorizando el denominador, encontramos los polos de la funcién de transferencia, asi:

p,.p, = —0.043285+ j0.548985 Py Py =—0.706715 % j0.570030

En consecuencia, la respuesta al impulso es de la forma:
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v,(t) = e (C,Cos(0.549¢) + C,Sen(0.549t)) + ¢ """ (C,Cos(0.57t) + C,Sen(0.571) Ju(t)

n

Ejemplo 3.3

Para el circuito de la figura 3.8, encuentre la funcion de transferencia 7'(s), suponiendo que
el amplificador operacional es ideal.

Solucion
Con base en las propiedades del amplificador operacional ideal, tenemos que:

Ve =V,

Planteando la ley de Kirchhoff para corriente en los diferentes nodos, tenemos:
En el nodo rotulado con V,,

eoVo v, -1

CIS(VI _Vx):

En el nodo rotulado con Vy

En el nodo rotulado con Vp

A ARG

2

Organizaremos el sistema en forma matricial, de la siguiente manera:

(C,+C,)s+G, 0 —(Cys+G,) v.] [Cs
0 Cis+G, +G, —(Cys+G,) v, |=| G |V,
C,s G, —(C+C)s+G+G) ||V, | | 0

En el sistema matricial planteado, se tiene que G =1/R

Por simplicidad, tomemos:
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Asi las cosas, resulta:

Cs+G, 0 _ G 6 P s
p+1 v p+1
0  Cs+G, _cs- G v,|=| 2-G |,
p+1 p+1
Cys G, —(C +pC)s—(G, + pG) Vo 0

& £
PATAVANE ATAVAN
+ o]
| | | | —
[ ¥ I m
C, C

v

Figura 3.8

Resolviendo el sistema, se encuentra que la funcion de transferencia del circuito es:

E—
z R12C12
4 c C), 1 1 Cc 1 Cc 1 1
l+p—+—|s"+|p—+——+p— +— s+ 5
¢ C RC, RC, C, RC, C, RC RRC,

Si se toman valores iguales para las capacitancias y las resistencias, resulta que la funcion
de transferencia del circuito es:

1
st 4

1 2,2
G(s) = R
Pr2oay ooy

1
RC  p+2RC?
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Posteriormente se verd que el circuito es un filtro rechazabanda de segundo orden.

3.2. ESTABILIDAD

Consideremos un circuito cualquiera cuya funcion de transferencia es de la forma:

m m—1
T(s)= bs"+b, s" +..+bs+b,

n n—1
anS +an_1S +..... +alS+ao

Dado que ambos polinomios son racionales enteros, podemos factorizarlos en el campo de
los complejos, asi:

)= K(S—zl)(s—zz)...(s—zm)
"= s AL P)

Decimos que el sistema es estable cuando los polos de la funcion de transferencia estan a la
izquierda del eje imaginario, esto es, las partes reales de los polos son negativas.

La respuesta al impulso esta dada por: v, (¢) = Cie™ + C,e™ +...+ C,e™

Para un sistema estable se cumple que:
lim
v.()=0
{ —> ©

De otro lado cuando la funcion de transferencia presenta polos simples sobre el eje
imaginario, decimos que el sistema es marginalmente estable. En este caso se cumple que:

lim
v, (t) = constante + sinusoide pura
t —> o

Finalmente, cuando algiin polo esté a la derecha del eje imaginario o cuando haya polos
multiples sobre el eje imaginario, decimos que el sistema es inestable. En este caso se
cumple que:
lim
v, () = o0
)

Ejemplo 3.4

Consideremos la funcidn de transferencia:
V., = 2s°+5s+1

V. 5 +4s’+3s+4

57



Factorizando el numerador y denominador, tenemos:

v, (25 +1)s+2)

_o

V, (s+3.4675)s> +0.5325 +1.1536)

l

La respuesta natural es:
v, () = [Cle 7" + 017 (€, Cos(1.0405¢) + C,Sen(1.04051) u(t)

El sistema es estable.

Ejemplo 3.5

Consideremos la funcidon de inmitancia:

s*+3s5+2
Z(S)_ (s2 +4S+5XS2 +2s+2)

Observamos que los polos y ceros son:
z, =-1 z, =-2 P,P,=-2%j1 P,P, =-1%1
Aparentemente el sistema es estable, sin embargo, para grandes valores de s, tenemos:

lim 1
Z(S) = >
§ —> 0 S

Lo anterior significa que la funcién tiene un polo doble sobre el eje imaginario cuando s
tiende a infinito. De otro lado, el inverso de la funciéon Z(s) es la funcion de admitancia

Y(s), asi:

¥(s)= (s> +4s+5)s* +25s+2)
- (S+1)(s+2)

Descomponiendo en fracciones parciales, tenemos:

Y(s):As2+Bs+C+£+ E
s+1 s+2

Evidentemente la respuesta al impulso es: i(t) = 4/ {52 }+ B {s}+CS(t)+ De™ + Ee™
Se concluye que el sistema no es estable.
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3.3. DIAGRAMAS DE BODE

Dada una funcidn circuital F(s), asi:

m m—1
F(s):b’”S n+bm_lf_1 +..+bS+b,
a,S"a, S" +.+a,S+a,

Siempre es posible expresarla en forma:

Zl (s +as+b)
KH (s— B(S +cs+d)

Consideremos algunos casos especiales a saber:

1) Funcién constante F(s) = K
En este caso, se tiene que F(jw)=K . La magnitud de la funcion es |F(ja)) = |K| :
En cuanto a la fase, ésta es & =0 si la constante es positiva 6 € =z si la constante es

negativa.
En decibelios, tenemos Fdb(w) = 2010g\K \

El diagrama de Bode es, por tanto, una constante positiva o negativa, dependiendo de si la
magnitud es mayor o menor que la unidad.

2) Funcion derivada F (S) =
)

o

Haciendo s = jw, resulta:
F(jo)=|F(jo)e”

F(jo) = em»=§

0

En decibelios, la magnitud de la funcion es:

Fdb(w) = 201log -
(0]

o

En papel semilogaritmico, es la ecuacion de una recta cuya pendiente es 20dB/decada y
corta al eje horizontal en w,. La figura 3.9 muestra los diagramas de Bode de magnitud y

fase usando MATLAB.
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3) La funcion lineal F(s)=1+ S

S

En este caso, tenemos:

La fase esta dada por:
O(jw)= atan(a)]

2%

La magnitud en decibelios es:

2 2
Fdb(w) = 20log 1{“’} - 1010g(1 J{wj J
a)o a)U

El diagrama de Bode corresponde a una curva que presenta dos asintotas importantes, asi:

i) Para o({wy = Fdb(w) =0 i) Para o))o, = Fdb(w) = 2010g(a)]

2

Puede verse que a la frecuencia @, la funcion toma el valor 10log(2) = 3db. La figura
3.10 ilustra los diagramas de Bode de magnitud y fase.

La linea punteada indica el diagrama de Bode asintotico de magnitud.

2
4) La funcioén cuadratica F' (s) =1+24 S + (SJ

Las asintotas en este caso, son:

1) Para o({(w, = Fdb(w) =0
ii)  Para @))o, = Fdb(w) = 40log(w/ w,)
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Bode Diagrams

From: Ui

Phase (deg); Magnitude (dB)

0, 1l i 104 1004

Frequency (radfsec)
Figura 3.9

En cuanto al valor de la funcion a la frecuencia: @,, tenemos: Fdb(w,) = 20log(2¢)

Es bueno aqui, analizar varios casos:

1) 2¢ <1. En este caso, tenemos: Fdb(w,) <0
2) 24 =1. En este caso, tenemos: Fdb(w,) =0.
3) 24 >1. En este caso, tenemos: Fdb(w,) > 0.

Ejemplo 3.6

Dibuje el diagrama de Bode de magnitud para las funciones:
a) F(s)=s2+2s+2
b) F(s):s2 +55+2

sT+2s5+2
©) F(S): sT+55+2

Solucion
a) La funcion se puede escribir como:

F(s)= 2{1 +s+ (éﬂ
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Bode Diagrams

ity

i 0, g, 1044

Freguency (rad/sec)

Phase (deg); Magnitude {dB)

Figura 3.10

Para la constante, el diagrama de Bode es una horizontal de 20log(2) = 6db .

Para el factor cuadratico, a la frecuencia w, = 2 , Se presenta una correccion de
10log(2) = 3db . La figura 3.11 ilustra tanto el diagrama de Bode de magnitud como el de
fase, usando Matlab. Observe que la correccion llega al valor de 9db

J2\V2) V2

. : 5 .
La correccién a la frecuencia /2 es: 2010g(j . La correccion sera 11db

N

Los diagramas de Bode de magnitud y fase se ilustran en la figura 3.12, mientras que en la
figura 3.13 se muestran los respectivos diagramas para el tercer caso. Observe que el tercer
caso corresponde a la diferencia de los diagramas de Bode individuales.

2
b) La funcién se puede escribir como: F(s)= 2|:1 + S(S] + (Sj }

Ejemplo 3.7

Para el circuito de la figura 3.14:

a) Encuentre las funciones circuitales: Y, (s) = 1(s)/V,(s), G(s) =V,(s)/V,(s)
b) Dibuje el diagrama de Bode para la segunda de ellas.

c) Encuentre v,(¢) si v,(t) =10u(z)
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Solucion.

: Zin(s) =Ls+

ircuito es

La impedancia de entrada del ¢

Cs +

Ls+R

TSy

romT
]

ey
'
1
!

e

]

J
I
'
'

]
4
I
'
-
'

1
——m el oL
0
1
'

'
'
a
'
'
'
]
1
1
]
]
]
]
]
]
]

R eI T B L et

choo

L
I
'
r
'

|
SoooooooSo000mRa0
1

Figura 3.11
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Bode Diagrams

From: i1

I

'
=

1
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Figura 3.13
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SYSrops
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S
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18- ---
2 ------
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{an) spnuubie (Bap) aseyd

S0 f----
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Simplificando, resulta:

LCs* + RCs +1
I’Cs® + RLCs* +2Ls + R

(s)=

Y,

r

, asi:

Para encontrar la funcién de transferencia, planteamos las dos ecuaciones de nodo

R
I’Cs® + RLCs* + 2Ls + R

v _
V

resulta:

5

Resolviendo el sistema para: V(s)

R=1Q. La funcién, en este caso,

b

C=1F

=1H,

tomamos L

Para dibujar el diagrama de Bode,

€S

1

v,

V. & +s57+2s+1

(s+0.57)(s* +0.43s +1.755)

Factorizando, tenemos: 7(S)=
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Figura 3.14

También se puede escribir de la forma:

T(s)=— !

S 2
I+~ 14057 2|42
0.57 1.325) (1.325

Las correcciones son:
A la frecuencia de 0.57 es de 3db, por debajo.
A la frecuencia de 1.325 es de 2010g(0.57) = —4.88db, queda encima.

Los diagramas de Bode de magnitud y fase se ilustran en la figura 3.15

En cuanto a la respuesta al escalon, tenemos:

)= Vo) p(s)= 10

5+0.57)s* +0.435 +1.755) S

Vu(k«y)zlo[AJr 5, &b }
s s+0.57 s5°+043s5+1.755

Evaluando las constantes, tenemos:

1 083 0.175 +0.54
V.(s)=10 - - -
) L 5+0.57 (s+0.215)2+1.3072}

Tomando la transformada inversa, resulta:

vo(t) = [10=8.3¢ 7" — 02 (1.7C0s(1.307¢) + 3.85Sen(1.3071) ()
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Bode Diagrams
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Figura 15

3.4. SINTESIS DE FUNCIONES DE INMITANCIA

Estudiaremos las condiciones que debe cumplir una funcion de inmitancia F(S) para que se
pueda realizar usando elementos pasivos. En primer lugar, puesto que una funcién de
inmitancia (impedancia o admitancia), es el cociente indicado de dos polinomios racionales
enteros, tanto los polos como los ceros deben estar a la izquierda del eje imaginario. En
segundo lugar, en caso de haber polos y ceros sobre el eje imaginario, estos deben ser
simples.

m m—1
F(s) _ bs"+b, s" +..+bs+b,
as'a, " +..+as+a,

Ahora bien, para grandes valores de s, tenemos que:

m

lim

Fs) = 2o
§ —> ®© a.s

n

n

Debe asegurarse que. |m - n| <1. De lo contrario tendriamos polos y/o ceros multiples sobre

el eje imaginario. Es bueno aclarar que las condiciones planteadas son necesarias pero no
suficientes. Es importante desarrollar técnicas que nos permitan establecer si las raices de
un polinomio estan a la izquierda del eje imaginario sin tener que factorizar, veamos:
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Polinomio de Hurwitg

Un polinomio racional entero P(s) puede expresarse como la suma de un polinomio
estrictamente par y otro estrictamente impar, asi:

P(s)=M(s)+ N(s)

P(s)= (ans” +a, 5"+ )+ (a S ta, 5"+ )

n

Decimos que el polinomio es de Hurwitz si se verifica que:

a) P(O‘) esunnumeroreal. (s =0+ jw)
b) P(s) tiene sus raices a la izquierda del eje imaginario, o sobre el mismo si son simples.

Los polinomios de Hurwitz presentan las siguientes propiedades:

a) Todos los coeficientes del polinomio son positivos

b) Las partes par e impar del polinomio tienen raices inicamente sobre el eje imaginario,
es decir, ningiin coeficiente es cero a menos que el polinomio solo tenga parte par o

impar.
., . Mls) , Nis) . . .
¢) La fraccion continuada ( ) 0] ( ) tiene solo cocientes positivos, esto es, puede
N(s) — M(s)
expresarse como:
1
q,s+
q,s +
q,s+...

Donde: ¢,, ¢,, g, ... son positivos.

Cuando el polinomio es estrictamente par 6 impar la fraccion continuada se hace dividiendo
el polinomio por su primera derivada.

Ejemplo 3. 8
Considere el polinomio: P(s) = 2s* +3s” +4s” +4s+6

Determine si es de Hurwitz o no.

Solucion
La fraccion continuada que se obtiene al dividir la parte par sobre la impar, es la siguiente:
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25t +4s° +6 _ES+
3s’ +4s 3 4

El resultado indica que el polinomio no es de Hurwitz, pero ademas, los dos cocientes

negativos indican que el polinomio tiene dos raices a la derecha del eje imaginario. En
efecto, si factorizamos el polinomio, encontramos:

P(s) = 2(s* —0.683s +1.53)(s> + 2.1835 +1.96 )

Usando un paquete cualquiera, se encuentra que las raices son:

h.1 =-0.556 £ j0.447 n,r, =0.223+ j0.777.

Ejemplo 3.9

Determine si el siguiente polinomio es de Hurwitz:

0(S)=s" +3s> +2s
Solucion

La fraccion continuada es:

S +3s7+2s 1

1
— 5 =S8+
55'+9s7+2 5 25 1
-
35 P 1
12 2
—S
7

Se concluye que el polinomio es de Hurwitz, a pesar de tener raices sobre el eje imaginario;
lo importante aqui es que dichas raices sean simples. El estudiante puede verificar que el
polinomio se puede escribir en la forma:

P(S) = s(52 + IXS2 + 2)

Como vemos, las raices estan todas sobre el eje imaginario.
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Ejemplo 10

Analice el polinomio:
P(s)=s*+55"+7s* +55+6

La fraccion continuada es:

s4+7sz+6_ (sz+1 sz+6)_sz+6_ls+7
55° +5s 5s(s* +1) 55 s

—S

Algunos autores consideran que el polinomio dado no es de Hurwitz ya que, segln ellos,
las raices deben estar estrictamente a la izquierda del eje imaginario. En este caso
particular, el polinomio se debe escribir en la forma:

P(s)= (s +2)(s +3)(s* +1)
Con base en nuestra definicion, el polinomio es de Hurwitz.

Funcion real positiva

Consideremos una funcion racional de la forma:

m m—1
Fls)= b,s"+b, s" +..+bs+b,
as'a, " +..+as+a,

Decimos que dicha funcion es real positiva si se verifica que:

1) F(o)esreal. (s=0+ jo)
2) Laparte real de F (0 + ja)) es mayor o igual a cero siempre que o > 0

Recordemos algunos elementos de variable compleja que nos resultan utiles para este
concepto. La figura 3.16 ilustra los dos hechos basicos, a saber:

1) Un valor real de s en el plano S se aplica en un valor real de la funciéon en el
plano F'(s)

2) El semiplano o > 0 se aplica en el semiplano F (s) >0

Las funciones circuitales elementales son funciones reales positivas, veamos:
a) La impedancia de un resistor Z,(s) = R

b) Laimpedancia de un inductor: Z,(s) = Ls .
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Observe que: Z(o)= Lo, es claro que cumple

. . . 1
¢) Laimpedancia de un capacitor Z,. (s) = o
s

Puede anotarse que las impedancias resultantes de combinar los tres elementos circuitales
basicos son reales positivas; lo mismo puede decirse de las admitancias.

A 4
7+ Flo+ jad
. Fi=
Figura 3.16

Ejemplo 3.11

Determine si la funcion de variable compleja siguiente es real positiva.

1
Fls)=
(S) sT+1

Solucion
Para el analisis podemos trabajar con la inversa multiplicativa de la funcion, asi:

G(s): s?+1
Glo+ jo)=(c+ jo)f +1= (02 -’ +1)+ j2ow

La funcién cumple la primera condicidon pero no cumple la segunda, veamos, si tomamos

o >0, debe cumplirse que o° —@” +1> 0. Lo anterior implica que pueden haber valores
de w tales que la parte real de la funcidn sea negativa. Si o =1, por ejemplo, la parte de la

funcion serd Re[G(s)]=2— . Es claro que si @ >-/2, se viola la segunda condicion.
Mas exactamente, si una funcion F(s) es tal que la diferencia en grados entre el numerador
y el denominador es mayor o igual que dos, la funcién no es real positiva.
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Ejemplo 3.12

Determine si la siguiente funcion es real positiva o no lo es.

sT+5s5+7

0= (e +a)

Solucion
Para no analizar la funcién como un todo, podemos descomponerla en fracciones parciales,
asi:
A Bs+C
F (S) = +
s+2 s +4

Als> +4)+(Bs+C)s+2)=5>+55+7

De lo anterior se sigue que:

A+B=1
2B+C=5
4A +2C=7

Resolviendo, encontramos:

F(s): 1/8 N 72/8s N 123/4
s+2 s°+4 s +4

El altimo término hace que la funcion no sea real positiva. El hecho puede generalizarse en
el sentido de que la suma de dos o mas funciones reales positivas es a su vez una funcion
real positiva. Dado que no siempre es sencillo, operativamente, verificar la segunda
condicion, es conveniente establecer algunas condiciones necesarias y suficientes para que
una funcioén sea real positiva, veamos:

a) F(a) es real

b) F(s) no tiene polos a la derecha del eje imaginario ni polos multiples sobre el eje
imaginario y los residuos son todos positivos.

c) Laparte real de F ( ja)) debe ser positiva o cero Vo .

La condicion b) puede chequearse mediante la descomposicion de F(s) en fracciones
parciales.

Ejemplo 3.13
s +6s+5

Determine si la siguiente funcion es real positiva: F(s)= S T e—
s°+9s+14
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Solucion

Basta con chequear la tercera condicion, veamos:

)= 5-0°+ j6w

Fljo)=
U 14-o® + j9o

Multiplicando por el conjugado del denominador, tenemos:

Fljo)= [5-w2)+ j6o]14-0*)- j90]
(14-0*) +810°

(5 —a)ZX14—a)2)+ 540
(14- 0 +810°

Re[F(jo)]=

_ 70+350° + 0"

RelF(jo)|= 196 + 530> + "

Es claro que esta funcion es real positiva V@ .

Cuando una funcion de inmitancia es real positiva es posible encontrar un circuito RLC que
la realice.

Estudiaremos dos métodos para realizar una funcion de inmitancia, a saber:

Método de Cauer

Consiste en expresar la funcion de inmitancia mediante una fraccidon continuada, asi:
a) Si se trata de una funcidon de impedancia, la fraccion continuada tendra la forma:

Zs)=2,+

Y, + !

Zy+..

b) Si se trata de una funcion de admitancia, la fraccion continuada tendra la forma:

O

1
Z,+
Y, +..
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Los circuitos, en cada caso, se ilustran en la figura 3.17
Ejemplo 14

Encuentre un circuito que realice la funcion de impedancia:

s +6s+5
Fls)=" o
s°+9s+14
| Zy —— s
Z(s) I ¥is) e e
Figura 3.17
Solucion
La fraccion continuada es de la forma:
Y(s)=1+ !
1 1
1+ 3 1
4 4/5
El circuito correspondiente es el que se muestra en la figura 3.18.
MO AR
Ly L,
¥(s) § q § 10 0
Figura 3.18
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Meétodo de Foster

Consiste en descomponer la funcion de inmitancia mediante fracciones parciales, asi:

a) Si se trata de una funcioén de impedancia:
Z(8)=2Z,(8)+Z,(S)+...+ Z,(S)

b) Si se trata de una funcion de admitancia:
Y(S)=Y,(S)+Y,(S)+..+Y,(S)

Las topologias, en cada caso, son las que se muestran en la siguiente figura 3.19.

— z Zy - z

|—'~ ve |7 || n
Z(&

Ejemplo 3.15

Analicemos la funcién de admitancia del ejemplo anterior:

s +9s+14 s +9s+14
Y(S): 5 =
s°+6s+5 (s+1)(s+5)

Y(s)=1+ 4, 8
s+5 s+1
Evaluando A y B, encontramos:
Y(s)=1+ 2,32 4, b ]

s+5 s+1 2 12 1
—S+— s+
33 3 3
10 2

El circuito en este caso es el mostrado en la figura 3.20.
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Figura 3.20

Observacion. Es conveniente aclarar que si una funciéon de inmitancia es real positiva, no
necesariamente tendré una realizacion circuital de tipo Foster o Cauer, veamos:

Ejemplo 3.16

Consideremos la funcién de impedancia:

s +4s+1
Z(s)=2 T
(S) T +3s5+2

1) Al intentar la fraccion continuada, encontramos:

s—1
Zls)=1+———
(S) +S2+3S+2

La presencia del término negativo nos indica que no tiene una realizacion circuital de tipo
Cauer. El estudiante puede verificar que se presenta una situacion similar si se trabaja con
la correspondiente funcion de admitancia.

2) Descomponiendo en fracciones parciales, encontramos:

Z(s)=1-—2 4>
s+1 s+2

Con el mismo argumento del término negativo vemos que no se puede realizar con un
circuito del tipo Foster. Es claro, ademas, que si la funcion es real positiva debe tener un
circuito que lo realice. En este, como en muchos otros casos, es bastante dificil encontrar el
circuito.

Propongo a continuacién una forma particular para encontrar el circuito correspondiente a
la funcion de impedancia dada, veamos:
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B st +4s+1 _S2+2S+1+2S
sT+3s+2 sT+3s+2

Z(s)

B (S+1)2 2s
Z(S)_ (S+1)(S+2)+S2+3S+2

1 1
z(s)="""+
sr2 130
2 2 s
1 1
Zs)= -+ 1

3
s+
s+1 2 2 s

El circuito correspondiente se ilustra en la figura 3.21. Es posible encontrar un circuito,
diferente manipulando de manera conveniente la funcién de inmitancia dada. En efecto,

escribamos la funcidn asi:

T+ 2s 2s +1 S 1
Z(s)z 5 + Z(s)z +—
ST+35s+2 s +3s+2 s+1 s +3s+2
2s +1
1 1
Z(S) 1+1+—s+§+ !
s 4 8.4
3 3
FAVATAY
1¢2
Y i A
15 1¢2
§EQ §1H — lg
3 2
Figura 3.21
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3.5. FUNCIONES DE INMITANCIA REALIZABLES CON TIPOS DE
ELEMENTOS R, L, C.

Consideremos algunas funciones circuitales que pueden realizarse usando Unicamente dos
tipos de elementos, veamos:

Funciones de impedancia RC

Consideremos un circuito RC con una topologia de tipo Cauer, como la de la figura 3.22.

AAA AYATAN AN — MAN
f'?‘1 RQ RE RJ".?
—_ ) —_— —_ C, Uy
Figura 3.22

La impedancia de entrada de dicho circuito se puede escribir en la forma:

Cys+...

Es claro entonces que dada una funcion de impedancia Z(s), podemos encontrar un
circuito Cauer en la medida que la descomposicion en fracciéon continuada de la misma
tenga sus cocientes positivos. Por otra parte, una topologia de tipo Foster, nos permitira
hace un mejor analisis. Veamos la figura 3.23.

65 T, O
| | | | | |
I [ [

PATATA) | |

R | T B

6 AN AN AN
& & Ry,
Figura 3.23

La impedancia en este caso es:
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1 1 1 1 ul 1
Z(s)=R+—+ + F.. Z(s)=R+_—+>
S 1 1 S — 1
Cs+— Cys+— = Cs+—
Rl 2 Rl'

La funcién de impedancia dada presenta algunas propiedades que nos permitiran establecer
si una funcién de impedancia es realizable o no con elementos RC inicamente, veamos:

a) Para frecuencia cero, esto es S =0 + j0, tenemos:

N
lim . .

0 -OZ(S) SR ZRz si  C no esta presente
S o si C esta presente

b) Para frecuencia infinita, tenemos:

Z(s)=

lim R si R esta presente
§ —> ©

0 si R no esta presente

Es facil chequear las dos condiciones aludidas, con lo cual podemos establecer que “ Una
condicion necesaria para que una funcion Z(s) sea realizable con elementos RC es que
Z(0)> Z(xo)”

c) Para frecuencias reales s = o + jw, tenemos:

Z R+ +
o zl—i-RCO'

La caracteristica Z (a) tendrd una pendiente, dada por:

EEES

1+RC0')

Es claro que la pendiente caracteristica es negativa para todo valor de o

d) Con base en el hecho que la funciéon de impedancia se puede escribir en la forma:

2(s) = O(s)

Cs Cls+i Czs+i Cneri
Rl RZ Rn

Podemos concluir que los polos de Z(s) son reales no negativos; en presencia del capacitor
C, la funcién tiene un polo en el origen. Ahora bien, puesto que los polos representan
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asintotas de la funcién Z(c) y dado que en cada tramo entre dos polos la pendiente es
negativa, podemos concluir que entre cada par de polos consecutivos debe haber un cero.

Con los elementos planteados podemos establecer lo siguiente:
Dada la funcion de impedancia:

s .. . . .
Z (s) = @ , las condiciones necesarias y suficientes para que sea realizable con elementos

P(s)

RC tnicamente, son:

a) Z(0)> Z().

b) Los polos y ceros de Z(s) son reales no positivos y alternados.
¢) La singularidad méas proxima al origen es un polo.

d) Z(s) se puede expresar en la forma:

Donde A, By K, son positivos.

Ejemplo 3.17

Considere la funcion de impedancia:

2(o)= #1643
s(s + 2)(5 + 4)
a) Dibuje la caracteristica Z (a)

b) Encuentre un circuito de tipo Cauer que la realice.
¢) Encuentre un circuito de tipo Foster que la realice.

Solucion
a) Sise hace: s =0, se tiene:

_ (o+1)fo+3)
Z(O-) - 0(0‘ + 2)(0 + 4)

La gréfica se muestra en la figura 24. Puede verse que:

lim Z(0) = lim  (oc+1)(c+3) _
O — —© o —-—w0o(c+2)(c+4)

Igualmente, puede verse que:
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lim . lim lim
Z(o)=0 Z(o)=-x L Z(o) =+
o — 4o o—0 o—0

El estudiante puede determinar los demas limites.
10

Z[:lj:l I:I i =
-2
-4

~h
—E
-10

g
¥

Figura 3.24

b) Analizando la grafica encontramos que la funcion es realizable con elementos RC,

veamos:
2
s +4s+3 1
Zls)= =
() s +65°+8s s°+65°+8s
s +4s+3

Efectuando la fraccion continuada, tenemos:

Z(S):

Observemos que el circuito resultante consta de tres capacitores y dos resistores como se
ilustra en la figura 3.25.

c) La realizacion Foster se obtiene mediante la descomposicion de Z(s) en fracciones
parciales, veamos:

A B C
+ +
s s+2 s+4
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4F

1 3 8
_ - - F | |
2{_} 2{1 3 I
FATATA FATATA I I 1790
PATAYA) l
8
—_ —4y  =lp 343202 § _F
3 3 T 3
Figura 25 Figura 26
Evaluando A, B y C encontramos:
s s+2 s+4 §s Ag 1 8 1

+ +
8 37 332

El circuito correspondiente es el de la figura 3.26.

Funciones de admitancia RL

Consideremos la topologia RL que se muestra en la figura 27. La admitancia del circuito se

puede expresar en la forma:

< 1

1 1
Y(s)=—+—+
() R Ls ,Z:‘Rl.—i-Ll.s
L L, Ly
sz 3t
& & By
Figura 27

Si hacemos un andlisis similar al que se hizo para las funciones de impedancia RC,

encontramos:

a) A frecuencia cero.
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N
lim 1/R+ZI/RZ. si L no esta presente

50470 7 =
J o si L esta presente

0 si R noesta presente

lim
b) A frecuencia infinita. Y(s) = )
§ — © I/R si R esta presente

Con lo anterior es claro que YV (O) > Y(oo)

c) Para frecuencias reales s = o + jo, tenemos:

Y(G):%_{- 1 +i !

Lo ‘TR +Lo

La caracteristica Z (a) tendrd una pendiente, dada por:

rle)-- -3

11R+L0

Es claro que la pendiente caracteristica es negativa para todo valor de o

d) Con base en el hecho que la funcion de admitancia se puede escribir en la forma:

) O(s)
Yis)= Ls(Ls+ R NLs + R,).(L,s +R,)

Podemos concluir que los polos de Y(s) son reales no negativos; en presencia del inductor
L, la funcion tiene un polo en el origen. Ahora bien, puesto que los polos representan
asintotas de la funcién Y(c) y dado que en cada tramo entre dos polos la pendiente es
negativa, podemos concluir que entre cada par de polos consecutivos debe haber un cero.
Con los elementos planteados podemos establecer lo siguiente:

Dada la funcion de admitancia:

0O(s)

Y(s)= ﬁ, las condiciones necesarias y suficientes para que sea realizable con elementos
s

RC tUnicamente, son:

a) Y(0)> (o)
b) Los polos y ceros de Y(s) son reales no positivos y alternados.
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¢) La singularidad més proxima al origen es un polo.
d) Y(s) se puede expresar en la forma:

B & K.
Y(s)= A+ " !
(s)=A+ +; vy

N -1 8

Ejemplo 18

Encuentre dos circuitos que realicen la siguiente funcion de admitancia.

S(S + 2)
Y(s)= 22 =/
)= s +3)
La funcion se puede escribir en la forma:
V)=
1+ L + :
2 25 +4
gs

El circuito resultante es el de la figura 28

4¢1 2H

2/ 3F
1 AN

| | AP

[
17402 § e ém %1;’3&’

Figura 28 Figura 29

Posiblemente el estudiante se sorprendera porque, supuestamente, se iba a ejemplificar una
circuiteria RL. Esto nos ensefa a chequear las condiciones de suficiencia y necesidad antes
de hacer el procedimiento Cauer o Foster. Si el estudiante se devuelve encontrara que la
singularidad mas préxima al origen es un cero y no un polo como deberia ser. Observe que,
la funcién Y(S) correspondiente a la reciproca de la funciéon dada si cumple las condiciones
y, por tanto, debe ser realizable con elementos RL, veamos:

(S+1)(s+3)_1 1 1

Y = =
) s(s+2) +1/3S+2s+4

El circuito Foster se muestra en la figura 29. Por otra parte, la fraccion continuada es la
siguiente:
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Se deja al estudiante que encuentre el circuito correspondiente. Como un ejercicio
interesante, el estudiante puede encontrar las condiciones de suficiencia y necesidad para
realizar una funcidon de admitancia RC, que son las mismas para realizar una funcion de
impedancia RL.

Funciones de inmitancia LC

Consideremos el circuito de la figura 30. La impedancia de entrada del circuito es:

Z(s):L1s+1+1+...+
Cs Cs+— Cs+—
L

Z(s)les—i-L—i- Li’f
Cs S LCs” +1

Inspeccionando la funcion Z(s) vemos que los polos estan ubicados sobre el eje imaginario
y, ademas, deben ser simples. Por otro lado, dado que Y(s) debe tener sus polos igualmente
sobre el eje imaginario, concluimos que tanto los polos como los ceros de Z(s) deben estar
exclusivamente sobre el eje imaginario.

LG

— §£Q e %ﬁm

Figura 30

Ahora bien, a frecuencia imaginaria s = 0+ j® , tenemos:

1 & Lo
Z / = L - l
(o) ,{ 0 claﬁgl—L,.C,-wz}
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Como vemos, Z(jw) no tiene parte resistiva. La reactancia del circuito es:

o0

X(ja))z Lla)— z

Co F1- LCa)

Para dibujar la caracteristica de la reactancia, encontramos la pendiente, asi:

= L1+ L,C,
X'(jo)=L, + ! +z ( @ )
Como vemos, la pendiente de la reactancia es positiva para todo valor de @ . El estudiante

puede observar que:

1) A frecuencia cero.

wosi C, esta presente

0si C, noesta presente

am:{

2) A frecuencia infinita.

Z() osi L, esta presente
o) =
0 st L, noesta presente

Lo anterior nos dice que una funcidon de inmitancia LC tiene, necesariamente, una
singularidad en el origen. Con el andlisis hecho hasta el momento, vemos que una funcién
de impedancia tendra una de las formas siguientes:

2 2\ 2 2 2 2 2 2\ 2 2 2 2
R TRy RO N ST R TR CRO N ROy
.2 2 2 2 2 2 - 2 2Y 2 2 2 2
ST+, s tw,, LL\ST+o,, S\S"+wp, NS+, AT+,

Podemos plantear entonces que para que una funcidon de inmitancia sea realizable con

elementos LC tnicamente, se requieren las siguientes condiciones necesarias y suficientes:

1) La funcidn debe ser el cociente de dos polinomios, uno estrictamente par de grado n y
otro estrictamente impar de grado n+1.

2) Los polos y ceros de la funcion deben ser alternados, esto se debe al hecho de que si la

pendiente de X ( ja)) es siempre positiva, para ir de un polo al siguiente debe pasar por el

origen.

Ejemplo 19
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Consideremos la funcidn:
S(S2 + 4)

Z =
(S) (s2+1is2+9i

a) Dibuje la caracteristica de reactancia X ( Jj a))
b) Encuentre dos circuitos que la realicen.

Solucion

a) Lareactancia de la funcién esta dada por:

o) = a)(4—a)2)
(@) (1—w2X9—602)

La figura 31 ilustra la grafica correspondiente.

b) Primero encontremos una realizacion de tipo Cauer, hallando la fraccion continuada,

asl:
s(s> +4) 1 1
Z = = =
) (s +1)s”+9)  s'+10s°+9 I
s +4s : 1

6 12 1
?S + 57

—S

18

De otro lado, la descomposicion en fracciones parciales es:

1 1
2)=53—1+g
T
't 5Ts
8 7

Los circuitos correspondientes se ilustran en las figuras 32 y 33.
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—_

0
i
f
4
2
e 0 b 3 b & =
-2
-4
—f
-8
-4 -3 -2 -1 n 1 2 3 4 5

-10
-5
o
Figura 31.
VeHA SIeH TIEH SIT2H
O e g g . — N A
— IF - 12/5F || |
afBF 27 55
Figura 32 Figura 33

Funciones de inmitancia RLC

Dada una funcioén de inmitancia que no sea posible realizar con dos elementos circuitales:
RC,RL o LC.

~~—

_ Qs
F(S)— W

~—"

El hecho que la funcidn sea real positiva garantiza que es posible encontrar un circuito que
la realice. Sin embargo, en muchas ocasiones debe recurrirse a artificios matematicos o a
manipulaciones de la funcidon para lograr el correspondiente circuito. Consideremos unos
cuantos casos.

Ejemplo 20

Sintetice la funcion de impedancia.
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B (S+2)(s+6)
Z(S)_ (S +3)(s+4)

El estudiante puede ver que los polos y ceros no estdn alternados y, por tanto, no es
realizable con elementos RC o RL tunicamente. Para la realizacion la escribimos en la
forma:

SS+8s+12 ST+ Ts+12+5
Z(S): 2 =3
s +7s+12 s +7s+12

S 1

Z(s)=1+—" =
(5) +s2+7s+12

12
s+7+— S+ —+
s /7 1

El circuito es el que se muestra en la figura 34. Es bueno aclarar que es posible encontrar
topologias diferentes para la misma funcion.

Ejemplo 21

Sintetice la funcion:

s*+55+6
Y(s)=2 "= "~
(S) s +5s+4

Con la misma logica del ejemplo anterior, la funcién la escribimos en la forma:

2

Y(s)=1+ ——
) s’ +5s+4

Sin embargo, el segundo término de la derecha no es realizable. El artificio siguiente
equivale a partir el resistor de 1Q en dos resistores cuyas conductancias son K 'y K — 1. Asi
las cosas, tenemos:

Y(s):l—K+K+2# 0<K <l
s°+5s+4
2
Y(s)=1-K + X5 PR 4K +2 Yis)=1-K+K+ 4+ B
s°+5s+4 s+1 s+4

Calculando A y B, obtenemos:
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Y(s)=1—K+K+£—£
s+1 s+4

2/3 +1<(s+4)—2/3 Y(s)=1-K + 23 KS  4K-2/3

Y(s)=1-K+
s+1 s+4 s+1 s+4 s+4

El ultimo término debe ser positivo, esto es K >1/6. Con lo anterior, la funcion se puede
escribir como

6 s+l s+4 65 3 3 . 24
2 S
El circuito correspondiente se muestra en la figura 35.
AW
10
60 3 320
IF = u7QS 1128 % 51600 3
1 EizH
1/ 24F —
Figura 34 Figura 35
Ejemplo 22

Sintetice la funcion de impedancia:

3 2
§7+3s " +4s+4
Z (S) RN
sT+s +4s+4
a) Intentemos una realizacion del tipo Cauer. El primer paso nos lleva a:

2s°
3 2
sT+s +4s+4

Z(s)=l+

Dado que no es posible continuar el procedimiento Cauer, descomponemos en facciones
parciales el segundo término de la derecha, asi:

25’ _2/5 +8/55—8/5
S+’ +4s+4  s+1 s7+4
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Es claro que no es posible, directamente, la realizacion de la funcion circuital dada. Se
sugiere al estudiante que, a partir de la funcion original, verifique previamente si la funcion
es real positiva o no lo es. En caso afirmativo, puede resultar muy complicada la realizacién
pero es bueno intentarla.

3.6. SINTESIS DE FUNCIONES DE TRANSFERENCIA

Consideremos el circuito de la figura 36 en la que el bloque representa a un sistema lineal
invariante.

A,
£ +
V() ! =istema lineal R ”
: invariante s 2 o(5)
Figura 36

La funcion de transferencia en la que estamos interesados es el cociente entre el voltaje de
salida y el voltaje de entrada, asi:

Cualquiera que sea el sistema, siempre es posible caracterizarlo en sus dos puertos
mediante un conjunto de parametros. Por razones de conveniencia usaremos los
parametros de admitancia de cortocircuito, denominados pardmetros Y. El estudiante
recordard seguramente la forma de encontrar los parametros Y de un circuito.
Estableciendo las variables circuitales en los dos puertos del sistema, con base en la
siguiente figura 37, tenemos:

+ ——— +
F (=) fi(s) I, (s) AC)

Figura 37

[L}{Yn le}{q
L] Y Y]V,

Los parametros de admitancia de cortocircuito se calculan de la forma siguiente:
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1) Si hacemos cortocircuito en el puerto de salida, tenemos:

1,

Y, =
V,=0 V.V, =0

1) Si hacemos cortocircuito en el puerto de entrada, tenemos:

— Il
12

_ L
v, 2V, V=0

Los parametros Y nos permiten convertir, para efectos de analisis, el circuito original en un
circuito sencillo que se ilustra en la figura 38.
Ahora bien, si a la entrada se coloca una fuente ideal de voltaje y a la salida se conecta una

carga resistiva R, , obtenemos el circuito de la figura 39.
Fécilmente se puede verificar que la ganancia de voltaje del circuito estd dada por:

:VU(S): — b
V.(s 1
1() }7224_7
L

T(s)

Para efectos de andlisis tomaremos una carga de 1€2, de manera que:

7(s)= 2

1+ Y,
La funcion de transferencia T(s), corresponde al circuito de la figura 39 con R, =1Q.

i

+ +
. aras Dy [

m‘ﬁ

Figura 38
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+ +
v | 2% 1> l>}’21V1 Fiz v Rzg

Figura 39

Con base en lo estudiado hasta el momento, es claro que nuestro propdsito es encontrar el
circuito pasivo que realice la funcion de transferencia:

Las condiciones minimas para la realizabilidad de T(s) son:

1) T(s) es el cociente de dos polinomios racionales enteros.
2) P(s) es un polinomio de Hurwitz.

Adicionalmente, si deseamos una topologia como la de la figura anterior, se deben cumplir
condiciones adicionales, veamos:

A partir de la funcidn de transferencia:

N—"

_Os
T(s)— P—S)

Teniendo en cuenta que P(s) es un polinomio de Hurwitz, tenemos:
O(s)
Tlg)= — =7
)= 210+ NG)

Recordemos que un polinomio de Hurwitz se puede escribir como la suma de un polinomio
par y otro impar. Si dividimos T(s) por M(s) (numerador y denominador), tenemos:

Q(S))

Mls

=N
M(s)

Comparando la T(s) obtenida con la que queremos realizar, encontramos:
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La funcion Y,, es una funcion de inmitancia realizable con elementos LC, segun la técnica
que hemos estudiado anteriormente. Ahora bien, si somos consecuentes, la funcion Y,,

debe ser realizable con elementos LC. En conclusion, la realizaciéon de T(s) implica que
Q(s) debe ser estrictamente par 0 estrictamente impar, dependiendo de M(s).

Ejemplo 23

Encuentre un circuito que realice la funcidn de transferencia:

1
T(s)= — —
(S) T +3s+2

Solucion

Dividiendo por la parte impar del denominador, tenemos:

1
3g 1 1 1
T(s)= §f+2 Ba=3s+3 =1
1+ 55
3s 2

Como hemos visto, la funcion de inmitancia Y,, corresponde a un capacitor en paralelo con
. L 1 .
un inductor; la topologia, sin embargo, debe ser tal que Y,, = 3 Veamos las posibles
s

topologias:
Veamos las posibles topologias de las figuras 40 y 41.

| MO
A2H
1/3F N N
v BIEH§ 10 § v, ¥ Y3FTZ 10 § v,
Figura 40 Figura 41
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Para el circuito de la figura 40, se tiene que:

1 1
Y, _§S+T
=5

2

1
1 i 2/3s
T(S): ?S _ 1+3/2S _ 52
1 1 32 L3 5T H3s 42
1 1 5 s

—+1 —s 1+—s
3 2

Como puede verse, no cumple.

En cuanto al circuito de la figura 41, se puede verificar que:

b
1 3
§S+1 +3 2
T = = S = .
B)=1 5 =35 =0
17“!‘5.5' 3+5S
§S+1 S+

La funcion de transferencia en este caso cumple, excepto por una constante.

Puede observarse que el segundo circuito no realiza exactamente la funcién dada, sin
embargo, es proporcional; el factor de proporcién es 1/2. Probablemente el estudiante
estara inquieto a estas alturas por el procedimiento usado para determinar la topologia
correcta. Existe una salida que nos permite escoger una topologia adecuada sin recurrir a
encontrar la topologia correcta, veamos:

Ceros de transmision
Un cero de transmision de un circuito es un valor de s para el cual la salida es cero. Los
ceros de transmision se pueden detectar a partir del circuito o a partir de la funcion de

transferencia.

Ejemplo 24
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Consideremos el circuito de la figura 42.

Z,(8) Z3(5)

vile) Z5(8)

N
S 7

Figura 42

Los ceros de transmision son aquellos valores de s que hacen que Z, y Z, sean circuitos

abiertos y Z, sea un cortocircuito; es claro que en los casos mencionados la informacion

V. no se transmite a la salida.
Ejemplo 25

Encuentre los ceros de transmision para el circuito de la figura 43.

S

| o OO i
A o e e+ I |
A G P
I Elc
Vi (=) LT .
3R G
ol 0 LI
Figura 43

Solucion
a) la impedancia de la rama ubicada entre los nodos 1 y 2 es:

7 =R+ - RGs+L
Cs Cs

El tnico valor de frecuencia para el que Z, = es s =0, por tanto, s =0 es un cero de

transmision.

b) La impedancia de la rama ubicada entre el nodo 2 y el nodo cero es Z, =R, + L;s.
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. . . R,
Como vemos, el valor de frecuencia que hace que la impedancia sea cero es: s = —=.
1

c) Para la rama ubicada entre los nodos 2 y 3, tenemos:

1 Ly
L,C,s* +1

B 1
C,+—

Lys

Para que Z, =, se requiere que: L,C,s°+1=0, en este caso tenemos dos ceros de
transmision dados por:

d) En cuanto a la rama ubicada entre los nodos 3 y tierra, tenemos:

1 LCys+1
Z,=Lys+ =323
Css Css
En este caso obtenemos también dos ceros de transmision, asi: S, =+ e
3¥3

Como se menciond anteriormente, los ceros de transmision son detectables a partir de la
funcion de transferencia, y son precisamente los valores de s para los cuales T(s)=0.

Ejemplo 26

Consideremos la funcion de transferencia:

T(s B (s+1)(s2 +3>
S ras'+bhs’ et +ds+e
Solucion

Puesto que el grado del numerador es tres y el del denominador es cinco, la funcidn tiene
dos ceros de transmision en el infinito; ademas, tiene tres ceros de transmision, finitos, asi:

s, =-1, szzjxg, s3:—ij

Ejemplo 27

Encuentre los ceros de transmision y escriba la forma de la funcién de transferencia para el
circuito de la figura 44.
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s
L & =
L
2
CE
| :
Figura 44

Solucion

. . . . 1
a) El capacitor C, tiene una impedancia ——, por lo tanto, s=0 es un cero de
Cs
transmision.
b) El inductor L, tiene una impedancia Ls, por tanto, s = oo es un cero de transmision.

1 LCs*+1
Css Css

c¢) Larama L,C, tiene una impedancia L,s+ , por lo tanto, los ceros de

. 1
transmision son *+ j |——.
L3C3

d) Finalmente el tanque L,C, produce dos ceros de transmision, dados por: =+ j Tc
22
En consecuencia la funcidon de transferencia debe ser de la forma:

6= S(5L2C251+ 1XL§C3SZ * 1)
acss’ +ass” +a,s” +a,s” +a,s” +as+a,
En este punto, el estudiante habra comprendido los alcances del concepto de cero de
transmision y lo aplicard en la escogencia de la topologia que realiza a una funcion de
transferencia.

Ejemplo 28

Sintetice la funcidn de transferencia:

1
T =
(5) s+ 257+ 25 +1

97



Solucion

Los ceros de transmision son tres y todos estan en el infinito. Dividiendo el numerador y el
denominador por la parte impar del Gltimo, obtenemos:

1
3 1 1
T(s) = s’ +2s Y. = —
) 257 +1 2o+ 1 1
1+ s +

s +2s 27 +1 2 4s+i
3
—s
2

La figura 45 ilustra el correspondiente circuito.
A2H W2H 4/ 3F W2H
+ +

ﬁ‘ﬁ

v 413F —~ %f{: v 32H % §

Figura 45 Figura 46
Ejemplo 29
Sintetice la funcidn de transferencia:

2

s
T =
(S) s +2s7 +2s5+1

Solucion

En este caso, la admitancia de salida de cortocircuito es la misma que en el ejemplo
anterior, pero los ceros de transmision estdn ubicados asi, un cero de transmision en el
infinito y dos ceros de transmision en cero. La figura 46 ilustra el circuito que la realiza.

Ejemplo 30

Sintetice la funcidn de transferencia:
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S
T =
(5) s+ 257+ 25 +1

Solucion
En este caso se deben realizar dos ceros de transmision en el infinito y un cero de

transmision en cero. Dividiendo el numerador y el denominador por la parte impar del
ultimo, obtenemos:

B s+ 2s
225741
Podria pensarse en la fraccion continuada:
1 1
Y,=—s+
2 4L
3

El circuito resultante es el mostrado en la figura 47. Los ceros de transmision, leidos de
derecha a izquierda, son s =, s=0, s =00. La topologia encontrada es justamente la
que necesitabamos.

Ejemplo 31
Sintetice la funcidn de transferencia:

3
N

T(S)=
() s +2s7 + 25 +1

Solucion

En este caso se deben garantizar los tres ceros de transmision en cero. Dividiendo el
numerador y el denominador por la parte par del tltimo, tenemos:

_S3+2S

S P |

Puede verse que la fraccion continuada nos lleva a tener un capacitor en derivacion, cuyo
cero de transmision estaria en el infinito. Una alternativa consiste en descomponer en
fracciones parciales, asi:
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428 1 1
?2s'+1 25741 A, Bs
$+2s 0§ ST+2

Calculando las constantes, podemos escribir:

Y22: =

El circuito resultante es el que se muestra en la figura 48. Observe que se realizan los ceros
de transmision.

—nn I |

yoF 4i3H SR 2F
+ +
P 1V2F —= g Ve ¥ 34 § v
Figura 47 Figura 48
Ejemplo 32

Sintetice la funcidn de transferencia:

s’ +4
T =
(5) s+ 257+ 25 +1

Solucion

La topologia a encontrar debe garantizar un cero de transmision en el infinito y dos ceros de
transmision finitos, ubicados en s = ;2.

Con base en el criterio que se ha utilizado, la admitancia de salida de cortocircuito resulta
de dividir el denominador por la parte impar, asi:
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2s5° +1
Y, =
s”+2s

Si hacemos la descomposicion en fracciones parciales, resulta un inductor en derivacion, lo
que significa un cero de transmision en cero, el cual no hace parte de la funcién de
transferencia. Sin embargo, la fracciéon continuada nos provee un inductor en serie, cuyo
cero de transmision estéd en el infinito, el cual si hace parte de la funcion de transferencia.

v = 1 3 1
2 3 Ls+Z'(s)
—s
1 2

—s+
2 257 +1

La impedancia Z(s) debe garantizar los dos ceros de transmision finitos en s = ;2.

La topologia resultante si me garantiza el cero de transmision en el infinito, mas no asi los
ceros de transmision finitos. Debemos recurrir a un procedimiento algo artificioso pero
efectivo y que consiste basicamente en lo siguiente:

El denominador de Y,, es una funcion de impedancia dada por:

SR RS

Circuitalmente, la situacion es la que se muestra en la figura 49. Podemos descomponer el

) 1 . ,
inductor de 5 H en dos inductores, asi:

Z(s):(l_K)s+£s+§7s 0<K <l
2 2 4s5° +2

K . ., .
La parte ?s la usamos para garantizar los ceros de transmision finitos, resultando que la
impedancia se puede escribir como:
1-K K 3s
Z(s):2s+{s+ }

2 45742
Reorganizando la expresion anterior, se tiene:

~K  sQKs*+K+3)
S+ 3
2 45> +2

Z(s)= 1

Para que se garanticen los ceros de transmision se requiere que el segundo término de Z(s)

sea cero para s° =—4. Con lo anterior se encuentra que K =3/7 y, en consecuencia,
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obtenemos:

2
Z(S)ngﬁ-w:gsﬁ-%:gs-‘r 1
7 7@2s +1) 7 T2s"+1) 7 1 1
— +
3s(s> +4) 125 Es 1
49" " 49
48
El circuito correspondiente se ilustra en la figura 50.
AT S o W TS O B g
Ls 2ITH 2i7H
(D % 127494 %
:|: 49/ 48F

Figura 49 Figura 50

Aparentemente hay una contradiccion puesto que la topologia resultante presenta dos ceros
de transmision en el infinito; sin embargo, este es el “precio” que debe pagarse para
garantizar los ceros de transmision finitos en s = ;2.

Ejemplo 33
Sintetice la funcion de transferencia T(s), tal que:

st +1 5743

Solucion
Para resolver el problema, es necesario expresar la funcion de transferencia en términos de

los parametros de admitancia de cortocircuito. Teniendo en cuenta la informaciéon dada, se
encuentra que:
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s*+3

2 2
T(s) = - Y, _ s(s” +2) B s°+3

1+7,, _1 241 S 4+s+25+1
+Sis2+2}

Como puede verse, es necesario realizar un cero de transmision en el infinito y dos ceros de

transmisiéon ubicados en s =-— jﬁ s =+ jﬁ . Por un procedimiento similar al del
ejemplo anterior, tenemos:

1 1 1
Yzz:S3+2S:s+ > :(1 K)s +| ks + >
. — S A)
st +1 s7+1 sP+1
2
1
Z(S)=(1—k)s+w
s +1

Para que se cumplan los ceros de transmision finitos se requiere que k =1/2, con lo que
resulta:

1 2 1 1 1 1
27 os’+) 2 28°+2 2 A Bs

s(s” +3) s 5743

Evaluando las constantes, se encuentra que:

1 1
Z(s)=—s+
S I
3 3 1
—5 S+
4

Se deja como tarea al estudiante dibujar el circuito correspondiente.

Problemas propuestos del Capitulo I11

1) Para las siguientes funciones de transferencia, encuentre la forma de la respuesta natural
e indique si son estables, marginalmente estables ¢ inestables:
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F(S)=S2+2S+1 ) s +1 1

Gls)= H(s)=—— RI|S)=
s +1 (S) is2+1i52+3i (S) st 4257 +1 () sT+ 257+ 25 +1

2) Una funcién de transferencia F'(s) tiene cuatro polos y dos ceros, ubicados asi:
p=-4 p,=0 py=-3-j3 p,=-3+,3 z=-2 z,=12

Determine la funcién de transferencia sabiendo que ‘F (—2+ jl)‘ =1/3

3) Una funcién de transferencia G(s) tiene cuatro polos y cuatro ceros, ubicados asi:
p==3 pp=-1 py=-2-j2 p,=-2+j2 z=-2 z,=0z=-j1 z,=jl

Determine la funcion de transferencia sabiendo que ‘F =1+ 1)‘ =2

4) Determine si los siguientes polinomios son de Hurwitz 6 no lo son:

P35 +25+4 S +4s7+35+2 465 +357 +257 +55+1 s° +6s° +8s

5) Determine si las siguientes funciones son reales positivas:

st +1 st +1 S+2 s +2s7 +2s5+1 s 4287 +3s+1
s2+3 s° +3s s+6s+5 sP+1 s+t +25+1

6) Determine, en cada caso, los valores de K que hacen que las siguientes funciones sean
realizables con dos tipos de elementos y encuentre un circuito en cada caso:

2
Z(S)Z(S+§)(S+K) Z(S):s2+5s+K ZS): s(s+6)(s+K)
s*+4s 25" +5s+2 (s+1)s+7)s+8)
s’ + Ks 25t +55° + K
Z\s)=—F—7>5— Y(s)=
) st +3s7+2 ) S(SS+1)(S2+4)

7) Encuentre, si es posible, realizaciones para las siguientes funciones circuitales:
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s(s+6) o) S HAs+16 25+3 2(s)= 4s” +1

Z\s)= ——"— =— - = - = = -
) (s +1)s+2) ’ 57 +2s+25 ’ 2s* +3s+4 ’ 8s” +3s

S(S2 +2XS2 +4) Y(S)— s +2s7 +s5+1

2= ey TV

S +si+s
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